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Ôàìèëèÿ, èìÿ Ãðóïïà

1 (6 + 1 + 4 áàëëîâ). Ðàññìîòðèì ðåêóðñèâíûé àëãîðèòì ïîâîðîòà íà 1800 êâàäðàòíîãî èçîáðàæåíèÿ ðàçìåðîì n × n ïèêñåëåé
îòíîñèòåëüíî ïðîõîäÿùåé ÷åðåç åãî öåíòð âåðòèêàëüíîé îñè, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå
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2
ïèêñåëåé. Äàëåå êàæäûé ïîäêâàäðàò ñíà÷àëà

ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì ñäâèãàåòñÿ íà íóæíîå ìåñòî, à çàòåì ÐÅÊÓÐÑÈÂÍÎ ïîâîðà÷èâàåòñÿ
íà 1800 îòíîñèòåëüíî ïðîõîäÿùåé ÷åðåç åãî öåíòð âåðòèêàëüíîé îñè. ÂÍÈÌÀÍÈÅ
Ïîâîðîò äîëæåí îñóùåñòâëÿåòñÿ òîëüêî çà ñ÷åò ïàðàëåëüíîãî ïåðåíîñà (âñå áîëåå ìåëêèõ)
ïîäêâàäðàòîâ.

(i) Óêàæèòå âåëè÷èíó ñäâèãîâ è äîêàæèòå êîððåêòíîñòü ïðîöåäóðû. (Ìîæíî, íàïðèìåð, ïîêàçàòü, ÷òî ïîñëå ïðîâåäåíèÿ
âñåõ ñäâèãîâ ïèêñåëû ïåðåéäóò â íóæíûå ìåñòà.)

(ii) Îáîçíà÷èì T (n) � âðåìÿ, êîòîðîå òðåáóåòñÿ äëÿ ïîâîðîòà èçîáðàæåíèÿ ðàçìåðà n× n. Ïðèâåäèòå ðåêóððåíòíóþ
îöåíêó äëÿ T (n), îöåíèâàþùóþ âðåìåíí�óþ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà, åñëè ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ êâàäðàòà ðàçìåðà k× k
â çàäàííîå ìåñòî ýêðàíà îñóùåñòâëÿåòñÿ çà âðåìÿ O(Lk log k) O(Lk2 log k), ãäå L � ýòî ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè
èñõîäíîãî è êîíå÷íîãî ïîëîæåíèÿ ñäâèãàåìîãî êâàäðàòà.

(iii) Èñïîëüçóÿ, åñëè ýòî êîððåêòíî, îñíîâíóþ òåîðåìó èëè äåðåâî ðåêóðñèé, îöåíèòå T (n). Ñ÷èòàåì n
ñòåïåíüþ äâîéêè.



¦
2 (10 áàëëîâ). Äà Íåò Áóäåì ëè NP - ïîëíûì ÿçûê L = {(Q, a, b), ñîñòîÿùèé èç êâàäðàòè÷íûõ íåðàâåíñòâ,
èìåþùèõ ðåøåíèå â {0, 1} âåêòîðàõ, çäåñü Q ∈ Zn×n, a ∈ Zn, b ∈ Z è {x ∈ Rn | (Qx, x) + (b, x) + b ≤ 0} ∩ {0, 1}n 6= ∅.
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3 (5 + 5 áàëëîâ). Äàíà âûïîëíèìàÿ 2-ÊÍÔ ϕ, êàæäûé äèçúþíêò êîòîðîé ñîäåðæèò ðîâíî äâà ðàçëè÷íûõ ëèòåðàëà
(ëèòåðàë è åãî îòðèöàíèå ñ÷èòàþòñÿ ðàçëè÷íûìè). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ϕ 1-ìèíèìàëüíà, åñëè ê íåé ìîæíî äîáàâèòü
îäèí äèçúþíò, ñîäåðæàùèé äâà ðàçëè÷íûõ ëèòåðàëà òàê, ÷òîáû îíà ñòàëà âûïîëíèìîé.
(i) Äîêàæèòå èëè îïðîâåðãíèòå, ÷òî ñëåäóþùååå óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ êðèòåðèåì 1-ìèíèìàëüíîñòè.

Ðàññìîòðèì îðèåíòèðîâàííûé ãðàô Gϕ, â êîòîðîì ëèòåðàëû è èõ îòðèöàíèÿ ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè, à êàæäûé
äèçúþíêò ïîðîæäàåò ïàðó ðåáåð âèäà: x ∨ y ⇒ [e1 = (¬x, y), e2 = (¬y, x)].

ϕ ÿâëÿåòñÿ 1-ìèíèìàëüíîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â Gϕ åñòü ïóòü P , ñîåäèíÿþùèé ïðîòèâîïîëîæíûå
ëèòåðàëüíûå âåðøèíû, x ; y, x = ¬y è èìååòñÿ ðåáðî, âåäóùåå èç âåðøèíû y â âåðøèíó z /∈ P .

Åñëè â óêàçàííîì âèäå êðèòåðèé íå âåðåí, òî äîïîëíèòå åãî äî êîððåêòíîãî.

(ii) Ïîñòðîéòå äëÿ çàäà÷è ïðîâåðêè 1-ìèíèìàëüíîñòè êàê ìîæíî áîëåå áûñòðûé ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì.
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4 (7+3 áàëëà). Íà îñè â òî÷êàõ ñ êîîðäèíàòàìè 1, 2, . . . , n ðàçìåùåíû çàðÿæåííûå ÷àñòèöû ñ çàðÿäàìè q1, q2, . . . , qn,
ñîîòâåòñòâåííî, êîòîðûå ïîïàðíî âçàèìîäåéñòâóþò ïî çàêîíó Êóëîíà fij = qiqj

(i−j)2

(i) Ïðåäëîæèòå O(n log n)-àëãîðèòì äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåêòîðà Fleft = (f1, f2, . . . , fn), ãäå êîìïîíåíòà fi ðàâíà ðåçóëüòèðóþùåé
ñóììå ñèë, äåéñòâóþùèõ íà i-þ ÷àñòèöó ñî ñòîðîíû âñåõ ÷àñòèö, ðàñïîëîæåííûõ îò íåå ñëåâà, ò. å. ñî ñòîðîíû ÷àñòèö
ñ íîìåðàìè 1, 2, . . . , i− 1.

(ii) Ïðîâåäèòå âû÷èñëåíèå ïî âàøåìó àëãîðèòìó äëÿ ñèñòåìû èç ÷åòûðåõ ÷àñòèö, èìåþùèõ çàðÿäû (1, 4, 2, 5).
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5 (10 áàëëîâ). Äàíà ïîòîêîâàÿ ñåòü è ìàêñèìàëüíûé ïîòîê â íåé. Ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü îäíîãî èç ðåáåð óâåëè÷èëè
íà åäèíèöó. Ïîñòðîéòå êàê ìîæíî áîëåå áûñòðûé àëãîðèòì îïðåäåëåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà â ìîäèôèöèðîâàííîé
ñåòè.
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6 (6 áàëëoâ). Äà Íåò ßâëÿåòñÿ ëè ñëåäóþùàÿ çàäà÷à NP -ïîëíîé?

Äàí îðèåíòèðîâàííûé ãðàô G(V, E) è óêàçàíû òðè âåðøèíû u, v, s ∈ V . Âåðíî ëè, ÷òî â G åñòü ïðîñòîé ïóòü èç u
â v, ïðîõîäÿøèé ÷åðåç s?



¦
7 (10× 3 áàëëoâ).

ÂÍÈÌÀÍÈÅ! Ïðàâèëüíûå îòâåòû áåç îáîñíîâàíèÿ îöåíèâàòüñÿ íå áóäóò!
(i) Äà Íåò Âåðíî ëè, ÷òî ïðîâåðêà òàâòîëîãè÷íîñòè ÄÍÔ ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíî ïîëíûì ÿçûêîì â co−NP?

(ii) Äà Íåò Äàíî n öåëî÷èñëåííûõ òî÷åê ïëîñêîñòè. Âåðíî ëè, ÷òî ëþáàÿ ïðîöåäóðà íàõîæäåíèÿ êâàäðàòà
max(|x|, |y|) ≤ a, a ∈ N ñ ìèíèìàëüíîé öåëîé ñòîðîíîé, ñîäåðæàùåãî íå ìåíåå 75% òî÷åê, òðåáóåò â íàèõóäøåì
ñëó÷àå Ω(n log n) îïåðàöèé. (Àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè è ñðàâíåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ çà åäèíèöó âðåìåíè.)

(iii) Äà Íåò ßâëÿåòñÿ ëè ñëåäóþùèé ãðàô G ïëàíàðíûì? Ïðè ïîëîæèòåëüíîì îòâåòå íóæíî ÿâíî óêàçàòü óêëàäêó ãðàôà,
ïðè îòðèöàòåëüíîì � ïðèâåñòè ïðåïÿòñòâèå Êóðàòîâñêîãî. Äðóãèå îòâåòû íå ïðèíèìàþòñÿ.
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(iv) Èç ïåðå÷èñëåííûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îòìåòèòü âñå òå, êîòîðûå ÍÅ ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿìè ôóíêöèè Ýéëåðà ϕ(n) :
2; 6; 7; 8; 20; 51; 100; 101

(v) Äà Íåò Ñóùåñòâóåò ëè íàòóðàëüíîå ÷èñëî, èìåþùåå ïîêàçàòåëü 32 ïî ìîäóëþ 97?



¦
(vi) Äà Íåò Âåðíî ëè, ÷òî åñëè T (n) ≤ 5T (3n) + O(n log n), òî T (n) = O(nlog2 5)?

(vii) Äàí ïîëèíîì p(x) = a0 + a1x + · · · + anxn n-é ñòåïåíè, ïðèíèìàþùèé çíà÷åíèÿ p0, p1, . . . , pn â êîðíÿõ èç
åäèíèöû {exp 2πi K

n+1 , K = 0, 1, . . . , n} . Óêàæèòå êàê ìîæíî áîëåå áûñòðûé àëãîðèòì äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ
a0, a1, . . . , an.

Ïðèâåäèòå âû÷èñëåíèÿ ïî âàøåìó àëãîðèòìó äëÿ ïîëèíîìà q(x) òðåòüåé ñòåïåíè, òàêîãî ÷òî q(1) = −1, q(−1) = 2,
q(i) = i, q(−i) = i− i.

(viii) Äàí îðèåíòèðîâàííûé ãðàô ñ âåñàìè íà ðåáðàõ, íå èìåþùèé êîíòóðîâ. Ïðåäëîæèòå êàê ìîæíî áîëåå áûñòðûé
àëãîðèòì, âû÷èñëÿþùèé ìèíèìàëüíûå ïî ñóììå âåñîâ ïóòè îò ôèêñèðîâàííîé âåðøèíû äî âñåõ îñòàëüíûõ.

(ix) Âû÷èñëèòå 332014
(mod 6).

(x) Äà Íåò Ìîãóò ëè ïðÿìàÿ è äâîéñòâåííàÿ çàäà÷è ËÏ áûòü íåñîâìåñòíûìè? Ïðè îòðèöàòåëüíîì îòâåòå âû
îáÿçàíû óêàçàòü ÿâíûé êîíòðïðèìåð.


