
ÀË�Î�ÈÒÌÛ È ÌÎÄÅËÈ ÂÛ×ÈÑËÅÍÈßÂàñ æäóò äâå (èëè òðè) êóðñîâûå êîíòðîëü-íûå. Îíè áóäóò ïðîõîäèòü, ñîîòâåòñòâåííî, 20.03(midterm), 15.05 (�nal) è 22.05 (óòåøèòåëüíàÿ) âÁ.Õèì. è Àêò.çàëå ñ 13:55 � 17:05.Îáÿçàííîñòè ñòîðîí è ïðàâèëà àòòåñòàöèè (ïðîòîêîë)1. Â íàøåì êóðñå ïîääåðæèâàåòñÿ ðåæèì ñâîáîäíîãîïåðåõîäà. Îáÿçàòåëüíûì óñëîâèåì ïåðåõîäà ÿâëÿåòñÿ ñî-ãëàñèå ïðèíèìàþùåé ñòîðîíû. Äëÿ î�îðìëåíèÿ ïå-ðåõîäà íóæíî íàïèñàòü çàÿâëåíèå, ïîäïèñàòü ó îáîèõ ñå-ìèíàðèñòîâ è îòíåñòè åãî íà êà�åäðó. Ïðîöåññ äîëæåíçàâåðøèòñÿ â òå÷åíèå òðåõ íåäåëü.2. Ïðîòîêîë ïîëó÷åíèÿ îöåíêè áëèçîê ê ïðîòîêîëó, èñ-ïîëüçîâàííîìó íà Ò�ßÏ è ñîñòîèò èç äâóõ ïóíêòîâ.(i) Ñòóäåíò, ïîëó÷èâøèé ïîëîæèòåëüíóþ îöåíêó ïîîáåèì êóðñîâûì êîíòðîëüíûì è (óñëîâíî) �ñäàâøèéçàäàíèå��- ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñåìèíàðèñò ïîëîæèòåëüíîîöåíèâàåò âàøó ðàáîòó â ñåìåñòðå (ó êàæäîãî ñåìèíàðè-ñòà ìîãóò áûòü ñâîè êðèòåðèè, ñì. íèæå) � èìååò ïðàâîïîëó÷èòü çà÷åòíóþ îöåíêó, ðàâíóþ max( ïîëóñóììà êóð-ñîâûõ êîíòðîëüíûõ, îöåíêà ñåìèíàðèñòà).Äëÿ ýòîé êàòåãîðèè ñòóäåíòîâ ïîâûøåíèå îöåíêè âû-øå ïðîòîêîëüíîé âîçìîæíî, åñëè ýòî äîïóñêàåò âàø ñå-ìèíàðèñò. Åñëè âàø ñåìèíàðèñò ñ÷èòàåò, ÷òî âàøà îöåí-êà çàñëóæåííàÿ, à âû íå ñîãëàñíû ñ ýòèì, òî ýòîò âîïðîñìîæåò áûòü ðàññìîòðåí â ïðèñóòñòâèè âñåõ çàèíòåðåñî-âàííûõ ñòîðîí êîìèññèåé.(ii) Ñòóäåíò, ïîëó÷èâøèé õîòÿ áû îäíó íåóäîâëåòâî-ðèòåëüíóþ îöåíêó íà êóðñîâûõ êîíòðîëüíûõ èëè ïðîïó-ñòèâøèé îäíó èç íèõ (äàæå ïî óâàæèòåëüíîé ïðè-÷èíå), îáÿçàí ïèñàòü óòåøèòåëüíóþ êîíòðîëüíóþ, êîòî-ðàÿ ìîæåò áûòü äîïîëíåíà óñòíûì îïðîñîì.(ii) -à. Åñëè óòåøèòåëüíàÿ êîíòðîëüíàÿ íàïèñàíà íàïîëîæèòåëüíóþ îöåíêó, òî âîïðîñ î çà÷åòå ïåðåäàåòñÿ ñå-ìèíàðèñòó. È òàêæå, åñëè âû íàñòàèâàåòå, ÷òî âàøà ðàáî-òà íåäîîöåíåíà (èëè ïåðåîöåíåíà), òî ýòîò âîïðîñ ìîæåòáûòü ðàññìîòðåí â ïðèñóòñòâèè âñåõ çàèíòåðåñîâàííûõñòîðîí êîìèññèåé.(ii)-á. Åñëè óòåøèòåëüíàÿ êîíòðîëüíàÿ íå íàïèñàíà íàïîëîæèòåëüíóþ îöåíêó, òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ çà÷åòíîé îöåí-êè íóæíî ñëåäèòü çà ãðà�èêîì ïåðåñäà÷ (è ïðîöåññ ïðî-äîëæàåòñÿ).3. Èäóùåå íèæå çàäàíèå ÿâëÿåòñÿ î�èöèàëüíûì. Â÷àñòíîñòè, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè âîçíèêíîâåíèè êàêèõ-òî êîëëèçèé (íàïðèìåð, ïðè íåçà÷åòàõ è/èëè ñòðåìëåíèèïîâûñèòü îöåíêó, ïîëó÷åííóþ ïî ïðîòîêîëó è ò.ä.) ëè÷íîÿ áóäó èñõîäèòü èç ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî ñòóäåíòû ïðåä-ñòàâëÿþò ñåáå, êàê ðåøàòü çàäà÷è èç ýòîãî çàäàíèÿ.Êàæäûé ñåìèíàðèñò èìååò ïðàâî âíîñèòü â íåãî íåîá-õîäèìûå èçìåíåíèÿ. Êðîìå òîãî, â êîíöå êóðñà ñåìèíàðè-ñòû áóäóò îöåíèâàòü ðàáîòó ñòóäåíòîâ. Ýòà îöåíêà ìîæåòâåñüìà ñóùåñòâåííî ñêàçàòüñÿ íà çà÷åòíîé îöåíêå.Ï�Î��ÀÌÌÀ ÊÓ�ÑÀÏðèâîäèì ïîíåäåëüíûé ïëàí íàøèõ çàíÿòèé.1. Òåìû 1-é íåäåëè 6.02-12.02. 1 ëåêöèÿ.

Ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå àëãîðèòìà. Åìêîñòíàÿ èâðåì�åííàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà. �àçëè÷íûå îïðåäåëå-íèÿ ñëîæíîñòè àëãîðèòìà. Ý��åêòèâíûå (ïîëèíîìèàëü-íûå àëãîðèòìû). Ïðèìåðû àëãîðèòìîâ è èëëþñòðàöèÿïðèíöèïîâ ðàçðàáîòêè àëãîðèòìîâ: ïðîâåðêà ïðîñòîòûè �àêòîðèçàöèÿ ÷èñåë; ñîðòèðîâêà ñëèÿíèåì; Ëèíåéíûéàëãîðèòì ïîèñêà ìåäèàíû.Àñèìïòîòè÷åñêèå îöåíêè. Íîòàöèÿ: O(·), o(·), Ω(·),
ω(·), Θ(·).2. Òåìû 2-é íåäåëè 13.02-19.02. 2-ÿ ëåêöèÿ.Ìîäåëè âû÷èñëåíèé. Ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå àëãî-ðèòìà. �àçðåøèìûå è ïåðå÷èñëèìûå ÿçûêè1 Òåîðåìà îëèíåéíîì óñêîðåíèè. Òåîðåìû î âðåì�åííîé è åìêîñòíîéèåðàðõèè (áåç äîêàçàòåëüñòâà). Îïðåäåëåíèÿ ñëîæíîñò-íûõ êëàññîâ (P ,NP ,PSPACE).Ïðèìåðû àëãîðèòìîâ è èëëþñòðàöèÿ ïðèíöèïîâ ðàç-ðàáîòêè àëãîðèòìîâ: àëãîðèòì Åâêëèäà; èíäèéñêîå âîç-âåäåíèå â ñòåïåíü; îäíîâðåìåííîå âû÷èñëåíèå ìàêñè-ìàëüíîãî è ìèíèìàëüíîãî ýëåìåíòîâ â ìàññèâå; ïîèñêáëèæàéøåé ïàðû òî÷åê; áûñòðîå óìíîæåíèå ÷èñåë è ìàò-ðèö: (àëãîðèòìû Êàðàöóáû è Øòðàññåíà).Àñèìïòîòè÷åñêèå îöåíêè. Íîòàöèÿ: O(·), o(·), Ω(·),
ω(·), Θ(·). Îñíîâíàÿ òåîðåìà î ðåêóððåíòíûõ îöåíêàõ(íàõîæäåíèå àñèìïòîòèêè ðåêóððåíòíîñòè âèäà T (n) =
aT (n

b
) + f(n)). Äåðåâî ðåêóðñèè. Ëèíåéíûé âåðîÿòíîñò-íûé àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ìåäèàíû. �åøåíèå ëèíåéíûõðåêóððåíòíûõ óðàâíåíèé.4. Òåìû 3�4 íåäåëü 20.02-5.03.Êëàññ P . Ïðèìåðû ÿçûêîâ èç P : ïðèíàäëåæíîñòüñëîâà ðåãóëÿðíîìó ÿçûêó; ïðèíàäëåæíîñòü ñëîâà ÊÑ-ÿçûêó; ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (ïîëèíîìèàëüíàÿðåàëèçàöèÿ ìåòîäà �àóññà). Êëàññû NP è 
o-NP. Ïðèìå-ðû ÿçûêîâ èç NP: âûïîëíèìîñòü, ïðîñòûå ÷èñëà; ïåðåñå-÷åíèå ðåãóëÿðíûõ ÿçûêîâ, çàäàííûõ êîíå÷íûìè àâòîìà-òàìè; íåïëàíàðíûå ãðà�û.5. Òåìû 4�5 íåäåëü 27.02-1.03 4�5 ëåêöèè.Ïîëèíîìèàëüíàÿ ñâîäèìîñòü. Ñâîäèìîñòü ïî Êàðïóè ïî Êóêó (ïî Òüþðèíãó). Òåîðåìà Êóêà-Ëåâèíà. Ïðè-ìåðû ïîëèíîìèàëüíî ïîëíûõ ÿçûêîâ: âûïîëíèìîñòü;ïðîòûêàþùåå ìíîæåñòâî; ìàêñèìàëüíîå 2-ñî÷åòàíèå; 3-ñî÷åòàíèå; âåðøèííîå ïîêðûòèå; êëèêà; õðîìàòè÷åñêîå÷èñëî; ãàìèëüòîíîâ öèêë; ðþêçàê; ðàçáèåíèå; ìàêñèìàëü-íûé ðàçðåç; N[ot℄A[ll℄E[qual℄-âûïîëíèìîñòü.6. Òåìû 6-é íåäåëè 13.03-20.03. 6-ÿ ëåêöèÿ.Òåîðèÿ NP -ïîëíîòû.×èñëîâûå àëãîðèòìû2. Îáîáùåííûé àëãîðèòì Åâêëè-äà. �åøåíèå ëèíåéíûõ äèî�àíòîâûõ óðàâíåíèé. Ìîäóëü-íàÿ àðè�ìåòèêà. Êèòàéñêàÿ òåîðåìà îá îñòàòêàõ. Ôóíê-öèÿ Ýéëåðà. Ïåðâîîáðàçíûå êîðíè. Êîëüöà Zn, â êîòî-ðûõ ñóùåñòâóþò ïåðâîîáðàçíûå êîðíè. Èíäåêñû (äèñ-êðåòíûå ëîãàðè�ìû). Êîäèðîâàíèå ñ îòêðûòûì êëþ÷îì.Êâàäðàòè÷íûå âû÷åòû. Ñõåìû RSA øè�ðîâàíèÿ è öè�-1Ïîâòîðåíèå òîãî, ÷òî âû èçó÷àëè â êóðñå ÒÔÑ òðè ìåñÿöà íà-çàä. Èñõîäÿ èç ñòàáèëüíîãî ïðîøëîãî îïûòà, äëÿ ìíîãèõ ýòà òåìàîêàæåòñÿ ñîâñåì íå ïîâòîðåíèåì, à, åñëè òàê óìåñòíî âûðàçèòüñÿ,îòêðîâåíèåì.2Ôîðìàëüíî ïîâòîðÿþòñÿ òåìû âòîðîãî ñåìåñòðà (çà âîçìîæ-íûì èñêëþ÷åíèåì àëãîðèòìà RSA).



ðîâîé ïîäïèñè, äèñêðåòíîå ëîãàðè�ìèðîâàíèå. Ïðîòî-êîë Äè��è-Õåëìàíà.Â ïîíåäåëüíèê 20.03 ñ 13:55�17:05 â Àêòîâîìçàëå è Áîëüøîé õèìè÷åñêîé ïðîøëà ïåðâàÿ êóð-ñîâàÿ êîíòðîëüíàÿ ðàáîòà ïî òåìàì 1�6.Íàïîìèíàåì, ÷òî ïî ïðîòîêîëó ñòóäåí-òû, ïîëó÷èâøèå íåóäîâëåòâîðèòåëüíóþîöåíêó íà ïåðâîé èëè âòîðîé êîíòðîëü-íîé, íå ìîãóò áûòü àòòåñòîâàíû áåç ïî-ëó÷åíèÿ ïîëîæèòåëüíîé îöåíêè íà ïîñëå-äóþùèõ êîíòðîëüíûõ (êàê ýòî ïðîèñõîäèòíà Ò�ßÏ). Ê ýòîé ãðóïïå îòíîñÿòñÿ è ñòó-äåíòû, ïðîïóñòèâøèå êîíòðîëüíóþ äàæåïî óâàæèòåëüíîé ïðè÷èíå.7. Òåìû 7-é íåäåëè 20.03-26.03. 7 ëåêöèÿ.Ñòðóêòóðû äàííûõ. Ñòåê è î÷åðåäü. Äâîè÷íàÿ êó-÷à (ïèðàìèäà). Äâîè÷íîå äåðåâî ïîèñêà3. Àìîðòèçàöè-îííûé àíàëèç. Õåø-òàáëèöû. �àçðåøåíèå êîëëèçèé ñïîìîùüþ öåïî÷åê. Õåø-�óíêöèè (äåëåíèå ñ îñòàòêîì,óìíîæåíèå). Óíèâåðñàëüíûå è k-óíèâåðñàëüíûå õåø-�óíêöèè.8. Òåìû 8-é íåäåëè 27.03-2.04 8-ÿ ëåêöèÿ.Äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå (ÄÏÔ); àëãîðèòìáûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå (ÁÏÔ); ïåðåìíîæåíèåìíîãî÷ëåíîâ ñ ïîìîùüþ ÁÏÔ. Ïîèñê ïîäñòðîê. Èñïîëü-çîâàíèå ÁÏÔ äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçöîâ. Öèðêóëÿíòû.�åøåíèå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ öèðêóëÿíòíûìè ìàòðè-öàìè.9. Òåìû 9-é íåäåëè 3.04-9.04. 9-ÿ ëåêöèÿ.Àëãîðèòìû ñîðòèðîâêè: �ïóçûðåê, �áûñòðàÿ ñîðòèðîâ-êà (qui
ksort); ñîðòèðîâêà ñ ïîìîùüþ êó÷è (heapsort);ñîðòèðîâêà ñëèÿíèåì (mergesort). Àíàëèç òðóäîåìêîñòèàëãîðèòìà qui
ksort ïî íàèõóäøåìó ñëó÷àþ è â ñðåäíåì.Óñòîé÷èâîñòü àëãîðèòìà ñîðòèðîâêè. Öè�ðîâàÿ ñîðòè-ðîâêà. Ïîðÿäêîâûå ñòàòèñòèêè. Íèæíèå îöåíêè â ìîäåëèðàçðåøàþùèõ äåðåâüåâ. Ïîíÿòèå î áîëåå ñëîæíûõ ñòðóê-òóðàõ äàííûõ (ÀÂË- è 2-3 äåðåâüÿ, ñáàëàíñèðîâàííûåäåðåâüÿ).10. Òåìû 10-é íåäåëè è 11-é íåäåëè 10.04-23.04.10�11-ÿ ëåêöèè.Ïîòîêè è ðàçðåçû â ñåòè. Òåîðåìà î ìàêñèìàëüíîì ïî-òîêå è ìèíèìàëüíîì ðàçðåçå. Ïîíÿòèå îñòàòî÷íîãî ãðà�àè óâåëè÷èâàþùåãî ïóòè. Ìåòîä Ôîðäà-Ôàëêåðñîíà äëÿâû÷èñëåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà è ìèíèìàëüíîãî ðàç-ðåçà. Îáîáùåíèÿ ïîòîêîâîé ñåòè (ïðîïóñêíûå ñïîñîáíî-ñòè óçëîâ è ïð.). Çàäà÷à î ìàêñèìàëüíîì ïàðîñî÷åòàíèèâ äâóäîëüíîì ãðà�å. Çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâà-íèÿ. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ. Âûïóêëûå ìíîãîãðàííèêè. Òåî-ðåìà äâîéñòâåííîñòè. Çàäà÷à íàçíà÷åíèè.11. Òåìû 11-é � 12-é íåäåëü 17.04-30.04. 11�12-ÿëåêöèè.Àëãîðèòìû íà ãðà�àõ: ïîèñê â øèðèíó; ïîèñê â ãëóáè-íó; îïðåäåëåíèå äâóñâÿçíûõ è/èëè ñèëüíîñâÿçíûõ êîì-ïîíåíò; òîïîëîãè÷åñêàÿ ñîðòèðîâêà. Îñòîâíûå äåðåâüÿ:3Ôîðìàëüíî ïîâòîðÿþòñÿ óæå èçâåñòíûå ñòðóêòóðû äàííûõ, íîóïîð äåëàåòñÿ íà èõ êà÷åñòâåííûé àíàëèç, íàïðèìåð, íà ñëîæíîñòüâûïîëíåíèÿ êîíêðåòíûõ îïåðàöèé.

àëãîðèòìû Ïðèìà è Êðàñêàëà. Êðàò÷àéøèå ïóòè: àë-ãîðèòìû Äåéêñòðû, Ôëîéäà, Áåëëìàíà�Ôîðäà. Ïàðîñî-÷åòàíèÿ. Ñòðóêòóðà �union-�nd� äëÿ õðàíåíèÿ ñèñòåìûíåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ.12. Òåìà 13-é íåäåëè 1.05-7.05. 13-ÿ ëåêöèè.Âåðîÿòíîñòíûå àëãîðèòìû. Êëàññû RP , BPP , ZPP.Âåðîÿòíîñòíûå àëãîðèòìû: ïðîâåðêà ïðîñòîòû; âû÷èñ-ëåíèå ìåäèàíû ìàññèâà; ïðîâåðêà ïîëèíîìèàëüíûõ òîæ-äåñòâ; ïîèñê ïàðîñî÷åòàíèé â ãðà�àõ; àëãîðèòì Êàðãå-ðà ïîèñêà ìèíèìàëüíîãî ðàçðåçà. Ïðèáëèæ¼ííûå âåðîÿò-íîñòíûå àëãîðèòìû ïîèñêà ìàêñèìàëüíîãî ðàçðåçà. Ëåì-ìà Øâàðöà�Çèïïåëÿ. Äåðàíäîìèçàöèÿ.14. Òåìà 14-é íåäåëè 8.05-14.05. 14-ÿ ëåêöèÿ.Ìåòîäû ðåøåíèÿ ïåðåáîðíûõ çàäà÷: äèíàìè÷åñêîåïðîãðàììèðîâàíèå, øêàëèðîâàíèå, âåòâè è ãðàíèöû,ïðèáëèæåííûå àëãîðèòìû äëÿ çàäà÷è ìàêñèìàëüíîãîðàçðåçà. ε-îïòèìàëüíàÿ ïðîöåäóðà ðåøåíèÿ çàäà÷è îðþêçàêå.Çàêëþ÷èòåëüíàÿ êîíòðîëüíàÿ ïðîéäåò â ïîíå-äåëüíèê 15.05 ñ 13:55�17:05 â Àêò. çàëå è Á.Õèì.Óòåøèòåëüíàÿ êîíòðîëüíàÿ ïðîéäåò â ïîíå-äåëüíèê 22.05 ñ 13:55�17:05 â Àêò. çàëå è Á.Õèì. ËÈÒÅ�ÀÒÓ�ÀÎñíîâíàÿ1. [ÀÕÓ℄ Àõî À., Õîïêðî�ò Ä., Óëüìàí Ä. Ïîñòðîåíèåè Àíàëèç Âû÷èñëèòåëüíûõ Àëãîðèòìîâ. Ì.: Ìèð, 1979.2. [�Ä℄ �åðè Ì., Äæîíñîí Ä. Âû÷èñëèòåëüíûå ìàøèíûè òðóäíîðåøàåìûå çàäà÷è. Ì.: Ìèð, 1982.3. [ÄÏÂ℄ Äàñãóïòà Ñ., Ïàïàäèìèòðèó Õ., Âàçèðàíè Ó.Àëãîðèòìû. Ì.: ÌÖÍÌÎ, 2014.4. [Êîðìåí 1℄ Êîðìåí Ò., Ëåéçåðñîí ×., �èâåñò �. Àë-ãîðèòìû: Ïîñòðîåíèå è Àíàëèç. Ì.: ÌÖÍÌÎ, 2002.5. [Êîðìåí 2℄ Êîðìåí Ò., Ëåéçåðñîí ×., �èâåñò �.,Øòàéí Ê. Àëãîðèòìû: Ïîñòðîåíèå è Àíàëèç. (2-å èçä.)Ì.: Âèëüÿìñ, 2005.6. [Êîðìåí 3℄ Êîðìåí Ò., Ëåéçåðñîí ×., �èâåñò �.,Øòàéí Ê. Àëãîðèòìû: Ïîñòðîåíèå è Àíàëèç. (3-å èçä.)Ì.: Âèëüÿìñ, 2013.7. [ÕÌÓ℄ Õîïêðî�ò Ä., Ìîòâàíè �., Óëüìàí Ä. Ââå-äåíèå â òåîðèþ àâòîìàòîâ, ÿçûêîâ è âû÷èñëåíèé. Ì.,:Âèëüÿìñ, 2002.8. [AB℄ Arora S., Barak B. ComputationalComplexity: A Modern Approa
h.theory.
s.prin
eton.edu/
omplexity/book.pdf9. [GL℄ G�a
s P., Lovasz L. Complexity of Algorithms.www.
s.elte.hu/∼lovasz/
omplexity.pdfÄîïîëíèòåëüíàÿ1. Âåðåùàãèí Í., Øåíü À. Âû÷èñëèìûå Ôóíê-öèè. Ì.: ÌÖÍÌÎ, 1999. (Ýëåêòðîííûé âàðèàíò:www.m

me.ru/free-books)2. [Âèíîãðàäîâ℄ Âèíîãðàäîâ È. Îñíîâû òåîðèè ÷èñåë.Ì.-Ë.: �îñòåõèçäàò, 19523. Âÿëûé Ì., Æóðàâëåâ Þ., Ôëåðîâ Þ. Äèñêðåòíûé àíà-ëèç. Îñíîâû âûñøåé àëãåáðû. Ì.: ÌÇ Ïðåññ, 2007.4. [Ê-Ø-Â℄ Êèòàåâ À., Øåíü À., Âÿëûé Ì. Êëàññè÷å-ñêèå è êâàíòîâûå âû÷èñëåíèÿ. Ì.: ÌÍÖÌÎ-×å�î, 1999.



5. [Êíóò-1, Êíóò-2, Êíóò-3, Êíóò-4℄ (öè�ðà îòâå-÷àåò íîìåðó òîìà Êíóò Ä. Èñêóññòâî ïðîãðàììèðî-âàíèÿ äëÿ ÝÂÌ. Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî èçäàíèé íà ðóññêîì.Ïåðâîå áûëî âûïóùåíî èçäàòåëüñòâîì �Ìèð� â ñåìèäåñÿòûõ. Â íà-ñòîÿùåå âðåìÿ âûïóñêàåòñÿ èçäàòåëüñòâîì �Âèëüÿìñ�. Åñòü ìíîãî-÷èñëåííûå ñåòåâûå âàðèàíòû.6. [Ê-Ô℄ Êóçþðèí Í., Ôîìèí Ñ. Ý��åêòèâíûå àëãîðèò-ìû è ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèé. Ì.: ÌÔÒÈ, 2007.7. [Ï-Ñ℄ Ïàïàäèìèòðèó Õ., Ñòàéãëèòö Ê. Êîìáèíà-òîðíàÿ îïòèìèçàöèÿ. Àëãîðèòìû èñëîæíîñòü. Ì.: Ìèð,1985.8. [Õèí÷èí℄ Õèí÷èí À. Öåïíûå äðîáè. Ì.: Íàóêà, 1979.9. [Ø℄ Øåíü À. Ïðîãðàììèðîâàíèå. Òåîðåìû è çà-äà÷è. Ì.: ÌÖÍÌÎ, 2007. (Ýëåêòðîííûé âàðèàíò:www.m

me.ru/free-books)10. Lovasz L. Computational 
omplexity.www.
s.elte.hu/∼lovasz/
omplexity.pdfÇàäàíèå íà íåäåëè 7�13Çàäàíèå ñîñòîèò èç ñïèñêà íåäåëüíûõ çàäàíèé(óêàçàíû äàòû îáñóæäåíèÿ íà ñåìèíàðàõ è/èëèñäà÷è ñîîòâåòñòâóþùèõ çàäà÷). Êàæäîå íåäåëü-íîå çàäàíèå ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ-ïÿòè îáÿçàòåëü-íûõ çàäà÷ è îäíîé-äâóõ äîïîëíèòåëüíûõ çàäà÷(äîïîëíèòåëüíûå çàäà÷è âûäåëåíû áóêâîé ¾Ä¿).�åøåíèå äîïîëíèòåëüíûõ çàäà÷ íå îáÿçàòåëüíî,íî ìîæåò áûòü ïîëåçíî ñòóäåíòàì, ïðåòåíäóþùèìíà áîëåå âûñîêóþ îöåíêó.Îáîçíà÷åíèÿÏóñòü f(n) è g(n) � íåîòðèöàòåëüíûå �óíêöèè.
• f(n) = O(g(n)) îçíà÷àåò, ÷òî ïîðÿäîê ðîñòà g ïðè n → ∞ íåìåíüøå ïîðÿäêà ðîñòà f , ò. å. ∃c > 0| ïðè n > n0 f(n) ≤ cg(n);
• f(n) = Ω(g(n))⇔ g(n) = O(f(n)) (ïîðÿäîê ðîñòà f íå ìåíüøåïîðÿäêà ðîñòà g);
• f(n) = (g(n)), åñëè limn→∞

f(n)
g(n)

= 0 (f èìååò ìåíüøèé ïîðÿ-äîê ðîñòà, ÷åì g);
• f(n) = ω(g(n)) ⇔ g(n) = o(f(n)) (g èìååò ìåíüøèé ïîðÿäîêðîñòà, ÷åì f);
• f(n) = Θ(g(n)), åñëè f(n) = O(g(n)) è f(n) = Ω(g(n)) (ïîðÿä-êè ðîñòà f è g îäèíàêîâû).Ïî îïðåäåëåíèþ, log∗ M = min{k | log log . . . logM

︸ ︷︷ ︸

k ðàç ≤ 1}.
⌊a⌋ îáîçíà÷àåò íàèáîëüøåå öåëîå, íå ïðåâîñõîäÿùåå ÷èñëî a
⌈a⌉ îáîçíà÷àåò íàèìåíüøåå öåëîå, ïðåâîñõîäÿùåå aÍåîáõîäèìî çíàòü êàêîé-íèáóäü âûâîä �îðìóëû Ñòèðëèíãà n! ∼√
2πn(n

e
)n è ñóììû ãàðìîíè÷åñêîãî ðÿäà ∑

i=1 n
1
i
= lnn + γ, ãäå

gamma = 0.57721 . . . � ýòî òàê íàçûâàåìàÿ êîíñòàíòà Ýéëåðà. Êðî-ìå òîãî, íóæíî çíàòü, ÷òî òàêîå ÷èñëà Êàòàëàíà cn = 1
n+1

(2n
n

) (cnèìååò ìíîæåñòâî êîìáèíàòîðíûõ èíòåðïðåòàöèé, íàïðèìåð, ðàâ-íî ïðàâèëüíî ïîñòðîåííûõ ñêîáî÷íûõ âûðàæåíèé èëè ïóòåé Äèêàäëèíû 2n) è âûðàæåíèå äëÿ èõ ïðîèçâîäÿùåé �óíêöèè D(t)
def
=

∑∞
n=0 cnx

n = 1−
√

1−4x
2x

.Çàäàíèå íà ñåäüìóþ íåäåëþ: 20.03�26.03. [0.2℄�àçäåë 7 ïðîãðàììûÏîâòîðåíèå. �åøåíèå ëèíåéíûõ äèî�àíòîâûõ óðàâíåíèé èñèñòåì ëèíåéíûõ ñðàâíåíèé. ÊÒÎËèòåðàòóðà: [Âèíîãðàäîâ℄

Çàäà÷à 30. (3× 0.01) Äîêàæèòå èëè îïðîâåðãíèòå4 ñó-ùåñòâîâàíèå ïîëèíîìèàëüíûõ àëãîðèòìîâ äëÿ(i) íàõîæäåíèÿ âû÷åòà, óäîâëåòâîðÿþùåãî Ê[èòàéñêîé℄Ò[åîðåìå îá℄ Î[ñòàòêàõ℄, ò. å. íàõîæäåíèÿ åäèíñòâåííîãîâû÷åòà, óäîâëåòâîðÿþùåãî ñèñòåìå ñðàâíåíèé ïî ðàçëè÷-íûì ïðîñòûì ìîäóëÿì pi, i = 1, . . . , k

x = a1(mod p1)

. . .

x = ak(mod pk)

0 ≤ x < p1p2 . . . pk.(ii) ïðîâåðêè ñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû ñðàâíåíèé
x = a1(mod m1)

. . .

x = ak(mod mk)çäåñü ìîäóëè mi � ïðîèçâîëüíûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà;(iii) ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ äèî�àíòîâûõ óðàâíå-íèé ∑m

j=1 aijxj = bi, aij , xj , bi ∈ Z, i = 1, . . . , n, j =
1, . . . ,m. ÕåøèðîâàíèåËèòåðàòóðà: [Êîðìåí 1, �ëàâà 12℄[Êîðìåí 2, �ëàâà 11℄, [ÄÏÂ, �1.5 ℄�åêîìåíäóåì òàêæå ïîñìîòðåòü http://e-maxx/algo/string−hashesÊðàòêèé êîíñïåêò. Õåø- �óíêöèèÕåø- �óíêöèè îïèñûâàþò ñïåöèàëüíóþ äèñöèïëèíó îáðàùåíèÿñ áîëüøèìè ìàññèâàìè. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ õîðîøèõ õåø- �óíêöèé÷àñòî èñïîëüçóþò òåîðåòèêî- ÷èñëîâûå ìåòîäû.Ìîòèâàöèÿ äëÿ ââåäåíèÿ õåø-�óíêöèé òàêîâà. Äàëåå èñïîëüçó-åòñÿ óäà÷íûé ïðèìåð èç [ÄÏÂ℄.Äîïóñòèì, ÷òî ìû õîòèì ïîääåðæèâàòü äèíàìè÷åñêèé ìàññèâIP-àäðåñîâ (ñêàæåì, êëèåíòîâ èëè äðóçåé â êàêîé-òî ñîöèàëüíîé ñå-òè). Íàïîìíèì, ÷òî IP-àäðåñ ïðåäñòàâëÿåò 32-áèòíûé êîä, îáû÷íîðàçáèòûé íà 8-áèòíûå êóñêè x1.x2.x3.x4, íàïðèìåð, 193.133.89.10.Ïîíÿòíî, ÷òî äåðæàòü â ïàìÿòè âñå 232 âîçìîæíûõ IP-àäðåñîâ íà-êëàäíî, òåì áîëåå, åñëè, ïî âàøèì îöåíêàì, ÷èñëî êëèåíòîâ èëèäðóçåé íèêàê íå ñìîæåò ïðåâûñèò ïîðîã, ñêàæåì, 250. Îäíàêî, åñ-ëè çàäàòü IP-àäðåñà ñïèñêîì, òî êàæäîå îáðàùåíèå ïîòðåáóåò ïðî-ñìîòðà âñåãî ñïèñêà, ÷òî ìîæåò áûòü ìåäëåííûì. Ïîýòîìó ïðåä-ëàãàåòñÿ äàòü êàæäîìó IP-àäðåñó x �êîðîòêîå èìÿ� h(x), áûñòðîâû÷èñëÿåìîå ïîñðåäñòâîì ñïåöèàëüíîé õåø-�óíêöèè h(·), è ââåñòèìàëåíüêèé ìàññèâ èç ñâÿçàííûõ ñïèñêîâ, äëÿ èõ ðàçìåøåíèÿ. Íà-ïðèìåð, â êà÷åñòâå êîðîòêîãî èìåíè ìîæíî âûáðàòü ïåðâûé áàéòIP-àäðåñà. Ïðè ýòîì ìû ïîíèìàåì, ÷òî ìíîãèå IP-àäðåñà �ñêëåÿò-ñÿ�, ò.å. ïîëó÷àò îäíî è òî æå êîðîòêîå èìÿ è áóäóò ïîìåùåíû âñâÿçàííûé ñïèñîê ïîä ýòèì èìåíåì. Íàïðèìåð, ýòî ïðîèçîéäåò, åñ-ëè êëèåíòû (èëè äðóçüÿ) îáèòàþò â Àçèè. Òàêæå ïîíÿòíî, ÷òî êàêáû ìû íè âûáèðàëè õåø-�óíêöèþ, äëÿ íåå àïðèîðè âñåãäà ñóùå-ñòâóþò ñîâîêóïíîñòü �ïëîõèõ� IP-àäðåñîâ. ×òî æå äåëàòü?Âñïîìíèì, ÷òî íå�îðìàëüíî õåø-�óíêöèÿ äîëæíà âûäàâàòü íàâûõîäå ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûå �ñëó÷àéíûå� èìåíà, òàê ÷òîáûäëèíû ñâÿçàííûõ ñïèñêîâ íå ñëèøêîì îòëè÷àëèñü. Ìû, êîíå÷íî,íå ìîæåì ðàçðóøèòü âîçìîæíóþ îðãàíèçàöèþ âî âõîäàõ, íî êòîíàì ìåøàåò ââåñòè ðàíäîìèçàöèþ íà ìíîæåñòâå �óíêöèé, ïðè-ìåíÿåìûõ äëÿ õåøèðîâàíèÿ5? Íàïðèìåð, ìîæíî äåéñòâîâàòü òàê.4Â ïðåäïîëîæåíèè P 6= NP èëè òðóäíîñòè çàäà÷è �àêòîðèçà-öèè.5Îáðàòèòå, ïîæàëóéñòà, âíèìàíèå íà ýòîò ïðèåì: ìû ñîçíàòåëü-íî ðàçðóøàåì âîçìîæíóþ îðãàíèçàöèþ âõîäíûõ äàííûõ, ÷òî ïîç-âîëÿåò íàì â äàëüíåéøåì ñ÷èòàòü, ÷òî âõîä óæå íå ñîäåðæèò âîç-ìîæíûõ �ïàòîëîãèé�, ïîñêîëüêó ìåõàíèçì ðàçðóøåíèÿ çàâèñèìî-ñòåé íå ñâÿçàí ñ èñõîäíîé îðãàíèçàöèåé. Òèïè÷íûé ïðèìåð: âñåìèçâåñòíûé QUICKSORT.



Çà�èêñèðóåì ïðîñòîé ìîäóëü n = 257 áëèçêèé ê 250. Âûáåðåìñëó÷àéíî ÷åòâåðêó ÷èñåë a = {a1, a2, a3, a4} ïî (mod 257) è îïðå-äåëèì õåø-�óíêöèþ ha(x1, x2, x3, x4) =
∑4

1 a1x1 (mod 257). Íà-ïðèìåð, ðàññìîòðåííàÿ ðàíåå õåø-�óíêöèÿ, âûäåëÿþùàÿ ñòàðøèéáàéò ðàâíà h1,0,0,0.Ïóñòü x1.x2.x3.x4 è y1.y2.y3.y4 � ðàçëè÷íûå IP-àäðåñà. Ïðåäïî-ëîæèì, ÷òî êîý��èöèåíòû ai, i = 1, 2, 3, 4 âûáèðàþòñÿ ñëó÷àéíî èíåçàâèñèìî è ðàâíîâåðîÿòíî ïðèíèìàþò çíà÷åíèå èç {0, 1, . . . , n−
1}. Òîãäà6

Prob[ha(x1, x2, x3, x4) = ha(y1, y2, y3, y4)] =
1

n
. (1)Èíûìè ñëîâàìè, âåðîÿòíîñòü ñîâïàäåíèÿ õåø-çíà÷åíèé äâóõðàçëè÷íûõ IP-àäðåñîâ, âû÷èñëåííûõ ïîñðåäñòâîì ñëó÷àéíî âû-áðàííîé õåø-�óíêöèè ñåìåéñòâà, ðàâíà âåðîÿòíîñòè ñîâïàäåíèÿõåø-çíà÷åíèé, åñëè áû îíè âûáèðàëèñü ñëó÷àéíî è íåçàâèñèìî.Â ÷àñòíîñòè, åñëè ìû ïîìåñòèì m IP-àäðåñîâ â õåø-òàáëèöó, òîê êàæäîìó èìåíè â ñðåäíåì áóäåò �ïðèâåøåíî� íå áîëåå m

n
IP-àäðåñîâ, ÷åãî ìû è äîáèâàëèñü.Îïèñàííûé ïðèíöèï âûáîðà õåø-�óíêöèé íàçûâåòñÿ óíèâåð-ñàëüíûì õåøèðîâàíèåì.Ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå òàêîâî. Ñåìåéñòâî H õåø-�óíêöèé,îòîáðàæàþùèõ ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ êëþ÷åé U â {0, 1, . . . ,m −

1}, íàçûâàåòñÿ óíèâåðñàëüíûì, åñëè äëÿ äâóõ ðàçëè÷íûõ êëþ÷åé
x, y ∈ U ÷èñëî �óíêöèé h ∈ H, äëÿ êîòîðûõ h(x) = h(y), ìåíü-øå èëè ðàâíî7 |H|

m
. Èç îïèñàííîãî ïðèìåðà ñëåäóåò, ÷òî ñåìåéñòâî

H1 = {ha, a ∈ {0, . . . , 256}4} ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûìÀíàëèç ([Êîðìåí 1, Òåîðåìà 12.3℄ èëè ãîðàçäî áîëåå ïîäðîá-íàÿ Êîðìåí 2,Òåîðåìà 11.3℄) ïîêàçûâàåò, ÷òî óíèâåðñàëüíûå ñå-ìåéñòâà õåø-�óíêöèé ïîçâîëÿþò ñòðîèòü õåø-òàáëèöû, ñ êîðîòêîéâ ñðåäíåì äëèíîé ñâÿçàííûõ ñïèñêîâ.Ââåäåì åùå îäíî ïîíÿòèåÑåìåéñòâî H õåø-�óíêöèé, îòîáðàæàþùèõ ìíîæåñòâî âîçìîæ-íûõ êëþ÷åé U â {0, 1, . . . , m− 1}, íàçûâàåòñÿ k-óíèâåðñàëüíûì, åñ-ëè äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè k ðàçëè÷íûõ êëþ÷åé (x1, . . . , xk)ñëó÷àéíûé âåêòîð 〈h(x1), . . . , h(xk)〉 (çäåñü h� ñëó÷àéíàÿ �óíêöèÿèç H) ïðèíèìàåò ðàâíîâåðîÿòíî âñå mk ñâîèõ âîçìîæíûõ çíà÷å-íèé.Çàäà÷à 31. (0.01) Äîêàæèòå �îðìóëó (1).Çàäà÷à 32. (3× 0.02) Â ýòîé çàäà÷å p � ïðîñòîå ÷èñëî,à âñå ðàâåíñòâà ïîíèìàþòñÿ ïî ìîäóëþ p.(i) Ïóñòü ~x, ~y ∈ (Z/pZ)n. Ïóñòü âåêòîð ~v ∈ (Z/pZ)n âû-áèðàåòñÿ ñëó÷àéíî (êàæäûé åãî ýëåìåíò âûáèðàåòñÿ èç
Z/pZ ðàâíîâåðîÿòíî è íåçàâèñèìî îò äðóãèõ). Íàéäèòå
P(〈~v, ~x〉 = 〈~v, ~y〉).(ii) Ïóñòü ~x, ~y ∈ (Z/pZ)n. Ïóñòü ìàòðèöà A ∈ (Z/pZ)n×mâûáèðàåòñÿ ñëó÷àéíî (êàæäûé å¼ ýëåìåíò âûáèðàåòñÿ èç
Z/pZ ðàâíîâåðîÿòíî è íåçàâèñèìî îò äðóãèõ). Íàéäèòå
P(A~x = A~y).(iii) Ïîñòðîéòå óíèâåðñàëüíîå ñåìåéñòâîH õåø-�óíêöèé
h : (Z/pZ)n → (Z/pZ)m. Ñåìåéñòâî äîëæíî èìåòü ìîù-íîñòü |H| = pmn.Çàäà÷à Ä�15. (0.02) Äëÿ õåøèðîâàíèÿ ìíîæåñòâà èç
N ýëåìåíòîâ (ýëåìåíòû çàðàíåå íå èçâåñòíû, íî ïðèíè-ìàþò çíà÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà êëþ÷åé ≫ N) èñïîëüçóþòõåø-òàáëèöó ðàçìåðà N2 è õåø-�óíêöèþ, ñëó÷àéíî âû-áðàííóþ èç óíèâåðñàëüíîãî ñåìåéñòâà. Äîêàæèòå, ÷òî âå-ðîÿòíîñòü âûáðàòü õåø-�óíêöèþ óäà÷íî (èçáåæàòü êîë-ëèçèé) íå ìåíüøå 1

2 .6Ïîêà ìîæíî ïîíèìàòü âåðîÿòíîñòü �íàèâíî�, ò. å. êàê îòíîøå-íèå ÷èñëà áëàãîïðèÿòíûõ èñõîäîâ ê îáùåìó ÷èñëó èñõîäîâ. Ïîëåç-íî çàãëÿíóòü [Êîðìåí 1, ãë. 12℄, [Êîðìåí 2, ãë. 11℄ (ëó÷øåïîñìîòðåòü îáà òåêñòà, ïîñêîëüêó îíè ñèëüíî îòëè÷àþòñÿ).7Â [Êîðìåí 1℄ òðåáóåòñÿ ðàâåíñòâî.

Ñòàíäàðòíûå ñòðóêòóðû äàííûõËèòåðàòóðà: [Êîðìåí 1℄[Êîðìåí 2, �ëàâû 10, 12℄, [Ø℄Â òåîðìèíèìóì âõîäÿò ñòàíäàðòíûå ïðîñòûå ñòðóêòóðû äàí-íûõ: ìàññèâ, ñïèñîê (îäíîíàïðàâëåííûé è äâóíàïðàâëåííûé), äâî-è÷íîå äåðåâî, ñòåê, î÷åðåäü. î÷åðåäü ñ ïðèîðèòåòàìè, êó÷à(heap)8 è âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ ýòèìè ñòðóêòóðàìè ìîãóòáûòü âêëþ÷åíû â òåñò. Áîëåå ñëîæíûå ñòðóêòóðû: ñáàëàíñèðî-âàííîå äåðåâî (ÀÂË- è/èëè 2 − 3- è/ èëè êðàñíî-÷åðíîå äåðåâüÿ)ìû ðàññìîòðèì â çàäàíèè � 9, ïîñâÿùåííîì ñîðòèðîâêå. Àììîðòè-çàöèîííûé àíàëèç áóäåò âîñòðåáîâàí ïðè èçó÷åíèþ àëãîðèòìà vìà-íèïóëÿöèè ñ äåðåâüÿìè UNION-FIND â çàäàíèè � 12. Âû äîëæíûïðåäñòàâëÿòü, êàê ðåàëèçîâàòü òàêèå ñòðóêòóðû íà êîìïüþòåðå,çíàòü, êàêèå îïåðàöèè íàä íèìè äîïóñêàþòñÿ è óìåòü îöåíèâàòüòðóäîåìêîñòü ýòèõ îïåðàöèé. Â äàëüíåéøåì ïðè îáñóæäåíèè êîí-êðåòíûõ àëãîðèòìîâ (íàïðèìåð, ïîèñêà-â-ãëóáèíó èëè ïîèñêà ìè-íèìàëüíîãî äåðåâà â ãðà�å) ìû çàòðîíåì òàêæå âîïðîñû ñëîæ-íîñòè ýòèõ àëãîðèòìîâ ïðè èõ ðåàëèçàöèè ïîñðåäñòâîì êàêèõ-òîñòðóêòóð äàííûõ, ïðè÷åì âîïðîñ î òîì, êàêóþ ñòðóêòóðó ñëåäóåòâûáðàòü ÿâëÿåòñÿ ñîâñåì íåïðàçäíûì. Êîíå÷íî, â îòäåëüíûõ ñëó-÷àÿõ ìîæåò áûòü ñîâåðøåííî î÷åâèäíî, ÷òî íóæíî èñïîëüçîâàòü,íî ýòî áûâàåò äàëåêî íå âñåãäà.Êðàòêèé êîíñïåêò: ñòåê, î÷åðåäü, äâîè÷íàÿ êó÷ààâòîð: È. ÊîçëîâÏîä ñòðóêòóðîé äàííûõ ìû áóäåì ïîíèìàòü íåêîòîðûé àá-ñòðàêòíûé òèï äàííûõ âìåñòå ñ íàáîðîì îïåðàöèé, êîòîðûå ñî-ñòàâëÿþò åå èíòåð�åéñ. Îïåðàöèè ïîçâîëÿþò äîáàâëÿòü, èçìåíÿòü,èñêàòü è óäàëÿòü äàííûå èç ñòðóêòóðû.Ïðîãðàììèñòû ðàáîòàþò ñ àáñòðàêòíûìè òèïàìè äàííûõ èñ-êëþ÷èòåëüíî ÷åðåç èõ èíòåð�åéñû, ïîñêîëüêó ðåàëèçàöèÿ ìîæåò âáóäóùåì èçìåíèòüñÿ. Òàêîé ïîäõîä ñîîòâåòñòâóåò ïðèíöèïó èíêàï-ñóëÿöèè â îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííîì ïðîãðàììèðîâàíèè. Ñèëüíîéñòîðîíîé ýòîé ìåòîäèêè ÿâëÿåòñÿ èìåííî ñîêðûòèå ðåàëèçàöèè. Åñ-ëè ïîëüçîâàòåëþ äîñòóïåí òîëüêî èíòåð�åéñ, òî äî òåõ ïîð, ïîêàñòðóêòóðà äàííûõ ïîääåðæèâàåò ýòîò èíòåð�åéñ, âñå ïðîãðàììû,ðàáîòàþùèå ñ ýòèì àáñòðàêòíûì òèïîì äàííûõ, áóäóò �óíêöèîíè-ðîâàòü êîððåêòíî. �àçðàáîò÷èêè ñòðóêòóð äàííûõ ñòàðàþòñÿ, íåìåíÿÿ âíåøíåãî èíòåð�åéñà è ñåìàíòèêè �óíêöèé, ïîñòåïåííî äî-ðàáàòûâàòü ðåàëèçàöèè, óëó÷øàÿ àëãîðèòìû ïî ñêîðîñòè, íàäåæ-íîñòè è èñïîëüçóåìîé ïàìÿòè.�àçëè÷èå ìåæäó àáñòðàêòíûìè òèïàìè äàííûõ è ñòðóêòóðàìèäàííûõ, êîòîðûå ðåàëèçóþò àáñòðàêòíûå òèïû, ìîæíî ïîÿñíèòüíà ïðèìåðå ñòåêà è î÷åðåäè. Ýòî ïðîñòåéøèå ñòðóêòóðû äàí-íûõ, ðåàëèçóþùèå äèíàìè÷åñêèå ìíîæåñòâà, êîòîðûå ïîääåðæè-âàþò òîëüêî îïåðàöèè âñòàâêè (push äëÿ ñòåêà è enqueue äëÿ î÷å-ðåäè) è óäàëåíèÿ (pop äëÿ ñòåêà è dequeue äëÿ î÷åðåäè). �àçíèöàìåæäó íèìè â òîì, ÷òî ñòåê ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñïèñîê ýëåìåí-òîâ, îðãàíèçîâàííûé ïî ïðèíöèïó L[ast℄I[n℄F[irst℄O[ut℄ �ïîñëåäíèìïðèø¼ë � ïåðâûì âûøåë�), à î÷åðåäü � F[irst℄I[in℄F[irst℄O[ut℄. Îáàýòèõ òèïà äàííûõ ìîãóò áûòü ðåàëèçîâàíû ïðè ïîìîùè ìàññèâàèëè ëèíåéíîãî ñïèñêà, ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ äè-íàìè÷åñêîãî âûäåëåíèÿ ïàìÿòè. Ïîäðîáíåå î äåòàëÿõ ðåàëèçàöèèìîæíî ïîñìîòðåòü â Êîðìåí. Îäíàêî êàæäàÿ ðåàëèçàöèÿ îïðå-äåëÿåò îäèí è òîò æå íàáîð �óíêöèé, êîòîðûé äîëæåí ðàáîòàòüîäèíàêîâî (ïî ðåçóëüòàòó, à íå ïî ñêîðîñòè) äëÿ âñåõ ðåàëèçàöèé.Çàäà÷à 33. (2 × 0.01) (i) Ïîêàæèòå, êàê ðåàëèçîâàòüî÷åðåäü ñ ïîìîùüþ äâóõ ñòåêîâ. (ii) Ïîêàæèòå, êàê ðåà-ëèçîâàòü ñòåê ñ ïîìîùüþ äâóõ î÷åðåäåé.Çàäà÷à 34. (2×0.01) (i) Èçîáðàçèòå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü<13,4,8,19,5,11>, õðàíÿùóþñÿ â äâàæäû ñâÿçàííîì ñïèñ-êå, ïðåäñòàâëåííîì ñ ïîìîùüþ íåñêîëüêèõ ìàññèâîâ.8Ìû èñõîäèì èç ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî ýòîò ðàçäåë óæåèçó÷àëñÿ âàìè íà èí�îðìàòèêå. Â çàäàíèè ïðîâîäèòñÿ êà÷å-ñòâåííûé àíàëèç ýòèõ ñòðóêòóð ïî ñëîæíîñòè.



(ii) Âûïîëíèòå ýòî æå çàäàíèå äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ñ ïî-ìîùüþ îäíîãî ìàññèâà.Ïðèâåäåì ñïèñîê òèïè÷íûõ îïåðàöèé íàä äèíàìè÷åñêèì ìíî-æåñòâîì S, ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ïàðû êëþ÷-çíà÷åíèå.Êàæäûé êîíêðåòíûé èíòåð�åéñ ìîæåò ðåàëèçîâûâàòü íåêîòîðûåîïåðàöèè èç ýòîãî ñïèñêà èëè êàêèå-òî èíûå îïåðàöèè, êàê ïðàâè-ëî, ñâÿçàííûå ñ íèæåïåðå÷èñëåííûìè.SEARCH(S, k) Çàïðîñ âîçâðàùàåò óêàçàòåëü íà ýëåìåíò x çà-äàííîãî ìíîæåñòâà S, äëÿ êîòîðîãî key[x] = k èëè NIL, åñëè âìíîæåñòâå S òàêîé ýëåìåíò îòñóòñòâóåò.INSERT(S, x) Ïîïîëíÿåò çàäàííîå ìíîæåñòâî S ýëåìåíòîì x.DELETE(S, x) Óäàëÿåò èç çàäàííîãî ìíîæåñòâà S ýëåìåíò x.MINIMUM(S) Âîçâðàùàåò óêàçàòåëü íà ýëåìåíò ìíîæåñòâà
S ñ íàèìåíüøèì êëþ÷îì. Àíàëîãè÷íî �îðìóëèðóåòñÿ çàïðîñMAXIMUM(S).SUCCESSOR(S, x) Âîçâðàùàåò óêàçàòåëü íà ýëåìåíò ìíîæå-ñòâà S, êëþ÷ êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ áëèæàéøèì ñîñåäîì êëþ÷à ýëå-ìåíòà x è ïðåâûøàåò åãî. Åñëè æå x � ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíòìíîæåñòâà S, òî âîçâðàùàåòñÿ çíà÷åíèå NIL. Àíàëîãè÷íî �îðìó-ëèðóåòñÿ çàïðîñ PREDECESSOR(S, x).Çàäà÷à Ä�16. (4 × 0.01) Îïðåäåëèòå àñèìïòîòè÷åñêîåâðåìÿ âûïîëíåíèÿ â íàèõóæøåì ñëó÷àå ïåðå÷èñëåííûõâ òàáëèöå îïåðàöèé íàä ýëåìåíòàìè äèíàìè÷åñêèõ ìíî-æåñòâ, åñëè ýòè îïåðàöèè âûïîëíÿþòñÿ ñî ñïèñêàìè ïåðå-÷èñëåííûõ íèæå òèïîâ (ðàñøè�ðîâêà îáîçíà÷åíèé â òàá-ëèöå: ULL (íåñîðòèðîâàííûé îäíîêðàòíî ñâÿçàííûé ñïè-ñîê); SLL (ñîðòèðîâàííûé îäíîêðàòíî ñâÿçàííûé ñïè-ñîê); UDLL (íåñîðòèðîâàííûé äâàæäû ñâÿçàííûé ñïè-ñîê); SDLL (ñîðòèðîâàííûé äâàæäû ñâÿçàííûé ñïèñîê).ULL SLL UDLL SDLL

SEARCH(S,k)
INSERT (S,x)

MAXIMUM(S)
SUCCESSOR(S,x)Î÷åðåäü ñ ïðèîðèòåòîì (àíãë. priority queue) � àáñòðàêòíûé òèïäàííûõ â ïðîãðàììèðîâàíèè, ïîääåðæèâàþùèé äâå îáÿçàòåëüíûåîïåðàöèè� äîáàâèòü ýëåìåíò è èçâëå÷ü ìàêñèìóì. Ñîîòâåòñòâåííî,èíòåð�åéñû, ðåàëèçóåìûå î÷åðåäüþ ñ ïðèîðèòåòîì, ñëåäóþùèå:
• insert(key, value) � äîáàâëÿåò ïàðó (key, value) â õðàíèëèùå;
• extra
t-minimum()� âîçâðàùàåò ïàðó (key, value) ñ ìèíèìàëü-íûì çíà÷åíèåì êëþ÷à, óäàëÿÿ å¼ èç õðàíèëèùà.Ïðè ýòîì ìåíüøåå çíà÷åíèå êëþ÷à ñîîòâåòñòâóåò áîëåå âûñîêîìóïðèîðèòåòó.Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ áîëåå åñòåñòâåíåí ðîñò êëþ÷à âìåñòå ñ ïðè-îðèòåòîì. Òîãäà âòîðîé ìåòîä ìîæíî íàçâàòü extra
t-maximum(). Âêà÷åñòâå ïðèìåðà î÷åðåäè ñ ïðèîðèòåòîì ìîæíî ðàññìîòðåòü ñïè-ñîê çàäà÷ èñïîëíèòåëÿ. Êîãäà îí çàêàí÷èâàåò îäíó çàäà÷ó, îí ïå-ðåõîäèò ê î÷åðåäíîé � ñàìîé ïðèîðèòåòíîé (êëþ÷ áóäåò âåëè÷è-íîé, îáðàòíîé ïðèîðèòåòó) � òî åñòü âûïîëíÿåò îïåðàöèþ èçâëå÷å-íèÿ ìàêñèìóìà. Íà÷àëüíèê äîáàâëÿåò çàäà÷è â ñïèñîê, óêàçûâàÿèõ ïðèîðèòåò, òî åñòü âûïîëíÿåò îïåðàöèþ äîáàâëåíèÿ ýëåìåíòà.Î÷åðåäè ñ ïðèîðèòåòîì èñïîëüçóþòñÿ â íåêîòîðûõ ý��åêòèâíûõàëãîðèòìàõ íà ãðà�àõ, íàïðèìåð â àëãîðèòìå Äåéêñòðû, à òàêæåâ àëãîðèòìå ïèðàìèäàëüíîé ñîðòèðîâêè.Î÷åðåäü ñ ïðèîðèòåòàìè ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà íà îñíîâå ðàç-ëè÷íûõ ñòðóêòóð äàííûõ. Ïðîñòåéøèå (è íå î÷åíü ý��åêòèâíûå)ðåàëèçàöèè ìîãóò èñïîëüçîâàòü íåóïîðÿäî÷åííûé èëè óïîðÿäî÷åí-íûé ìàññèâ, ñâÿçíûé ñïèñîê, ïîäõîäÿùèå äëÿ íåáîëüøèõ î÷åðåäåé.Ïðè ýòîì âû÷èñëåíèÿ ìîãóò áûòü êàê �ëåíèâûìè� (òÿæåñòü âû÷èñ-ëåíèé ïåðåíîñèòñÿ íà èçâëå÷åíèå ýëåìåíòà), òàê è ðàííèìè (eager),êîãäà âñòàâêà ýëåìåíòà ñëîæíåå åãî èçâëå÷åíèÿ. Òî åñòü, îäíà èçîïåðàöèé ìîæåò áûòü ïðîèçâåäåíà çà âðåìÿ O(1), à äðóãàÿ â õóä-øåì ñëó÷àå � çà O(N), ãäå N � äëèíà î÷åðåäè. Áîëåå ý��åêòèâíû-ìè ÿâëÿþòñÿ ðåàëèçàöèè íà îñíîâå êó÷è, ãäå îáå îïåðàöèè ìîæíîïðîèçâîäèòü â õóäøåì ñëó÷àå çà âðåìÿ O(logN). Ê íèì îòíîñÿòñÿäâîè÷íàÿ êó÷à, áèíîìèàëüíàÿ êó÷à, �èáîíà÷÷èåâà êó÷à.�àññìîòðèì äàëåå äâîè÷íóþ êó÷ó èëè ïèðàìèäó � òàêîå äâîè÷-íîå äåðåâî, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíû òðè óñëîâèÿ:

• Çíà÷åíèå â ëþáîé âåðøèíå íå ìåíüøå, ÷åì çíà÷åíèÿ å¼ ïîòîì-êîâ.
• �ëóáèíà ëèñòüåâ (ðàññòîÿíèå äî êîðíÿ) îòëè÷àåòñÿ íå áîëåå÷åì íà 1 ñëîé.
• Ïîñëåäíèé ñëîé çàïîëíÿåòñÿ ñëåâà íàïðàâî.Òàêàÿ ïèðàìèäà íàçûâàåòñÿ íåâîçðàñòàþùåé (max-heap). Óäîáíàÿñòðóêòóðà äàííûõ äëÿ ïèðàìèäû � ìàññèâ A, ó êîòîðîãî ïåðâûéýëåìåíò, A[1] � ýëåìåíò â êîðíå, à ïîòîìêàìè ýëåìåíòà A[i] ÿâëÿ-þòñÿ A[2i] è A[2i + 1] (ïðè íóìåðàöèè ýëåìåíòîâ ñ ïåðâîãî). Ïðèíóìåðàöèè ýëåìåíòîâ ñ íóëåâîãî, êîðíåâîé ýëåìåíò � A[0], à ïîòîì-êè ýëåìåíòà A[i] � A[2i+1] è A[2i+2]. Ïðè òàêîì ñïîñîáå õðàíåíèÿïîñëåäíèå äâà óñëîâèÿ âûïîëíåíû àâòîìàòè÷åñêè.Âûñîòà ïèðàìèäû îïðåäåëÿåòñÿ êàê âûñîòà äâîè÷íîãî äåðåâà.Òî åñòü îíà ðàâíà êîëè÷åñòâó ð¼áåð â ñàìîì äëèííîì ïðîñòîì ïó-òè, ñîåäèíÿþùåì êîðåíü êó÷è ñ îäíèì èç å¼ ëèñòüåâ. Âûñîòà êó-÷è åñòü Θ(logN). Åñëè â ïèðàìèäå èçìåíÿåòñÿ îäèí èç ýëåìåíòîâ,òî îíà ìîæåò ïåðåñòàòü óäîâëåòâîðÿòü ñâîéñòâó óïîðÿäî÷åííîñòè.Äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ýòîãî ñâîéñòâà ñëóæèò ïðîöåäóðà Heapify. Îíàâîññòàíàâëèâàåò ñâîéñòâî êó÷è â äåðåâå, ó êîòîðîãî ëåâîå è ïðà-âîå ïîääåðåâüÿ óäîâëåòâîðÿþò åìó. Ýòà ïðîöåäóðà ïðèíèìàåò íàâõîä ìàññèâ ýëåìåíòîâ A è èíäåêñ i. Îíà âîññòàíàâëèâàåò ñâîéñòâîóïîðÿäî÷åííîñòè âî âñ¼ì ïîääåðåâå, êîðíåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ýëå-ìåíò A[i].Åñëè i-é ýëåìåíò áîëüøå, ÷åì åãî ñûíîâüÿ, âñ¼ ïîääåðåâî óæåÿâëÿåòñÿ ïèðàìèäîé, è äåëàòü íè÷åãî íå íàäî. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àåìåíÿåì ìåñòàìè i-é ýëåìåíò ñ íàèáîëüøèì èç åãî ñûíîâåé, ïîñëå÷åãî âûïîëíÿåì Heapify äëÿ ýòîãî ñûíà.Ïðîöåäóðà âûïîëíÿåòñÿ çà âðåìÿ O(logN).Heapify(A, i)left = 2iright = 2i+1heap_size - êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â êó÷ålargest = iif left <= A.heap_size è A[left℄ > A[largest℄then largest = leftif right <= A.heap_size è A[right℄ > A[largest℄then largest = rightif largest > ithen Îáìåíÿòü A[i℄ , A[largest℄Heapify(A, largest)Çàäà÷à 35. (0.01 + 0.02) (i) Ïðîèëëþñòðèðóéòå ðàáîòóïðîöåäóðû Heapify(A, 3) ñ ìàññèâîì

A =< 27, 17, 3, 16, 13, 10, 1, 5, 7, 12, 4, 8, 9, 0>(ii) Òåïåðü ïîñòðîèì ïèðàìèäó. Çàìåòèì, ÷òî åñëè âûïîëíèòüHeapify äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ ìàññèâà A, íà÷èíàÿ ñ ïîñëåäíåãî è êîí-÷àÿ ïåðâûì, îí ñòàíåò ïèðàìèäîé. Â ñàìîì äåëå, ëåãêî äîêàçàòüïî èíäóêöèè, ÷òî ê ìîìåíòó âûïîëíåíèÿ Heapify(A, i) âñå ïîääå-ðåâüÿ, ÷üè êîðíè èìåþò èíäåêñ áîëüøå i, ÿâëÿþòñÿ ïèðàìèäàìè, è,ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëå âûïîëíåíèÿ Heapify(A, i) ïèðàìèäîé áóäóòâñå ïîääåðåâüÿ, ÷üè êîðíè èìåþò èíäåêñ, íå ìåíüøèé i.Êðîìå òîãî, Heapify(A, i) íå äåëàåò íè÷åãî, åñëè i > N/2 (ïðèíóìåðàöèè ñ ïåðâîãî ýëåìåíòà), ãäå N � êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ ìàñ-ñèâà. Â ñàìîì äåëå, ó òàêèõ ýëåìåíòîâ íåò ïîòîìêîâ, ñëåäîâàòåëü-íî, ñîîòâåòñòâóþùèå ïîääåðåâüÿ óæå ÿâëÿþòñÿ ïèðàìèäàìè, òàêêàê ñîäåðæàò âñåãî îäèí ýëåìåíò.Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî âûçâàòü Heapify äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâìàññèâà A, íà÷èíàÿ (ïðè íóìåðàöèè ñ ïåðâîãî ýëåìåíòà) ñ [N/2]-ãîè êîí÷àÿ ïåðâûì. (Óïðàæíåíèå. Âñòàâüòå, ïîæàëóéñòà, íóæ-íûå çíà÷êè âìåñòî âîïðîñîâ â ëèñòèíã íèæå.)Build-Max-Heap(A)A.heap_size ? A.lengthfor i ? [A.length/2℄ downto 1do Heapify(A, i)Äîêàæèòå, ÷òî õîòÿ çäåñü ïðîèñõîäèò n/2 âûçîâîâ�óíêöèè Heapify ñî ñëîæíîñòüþ O(logN), íî âðåìÿ ðà-áîòû ðàâíî ïðîöåäóðû Build − Max − Heap(A) ðàâíî
O(N).



Çàäà÷à Ä�17. (3 × 0.01) (i) Ïîêàæèòå, ÷òî ïèðàìèäàðåàëèçóåò î÷åðåäü ñ ïðèîðèòåòàìè. Äëÿ ýòîãî íàïèøè-òå �óíêöèè Heap− Extract −Max(A) è Max−Heap−
Insert(A, key). Äîêàæèòå, ÷òî îáå �óíêöèè ðàáîòàþò çà
O(logN).(ii) Ïèðàìèäó ìîæíî ïîñòðîèòü ñ ïîìîùüþ ìíîãîêðàò-íîãî âûçîâà ïðîöåäóðû Max-Heap-Insert äëÿ âñòàâêè ýëå-ìåíòîâ â ïèðàìèäó. �àññìîòðèì ñëåäóþùèé âàðèàíò ïðî-öåäóðû Build-Max-Heap:Build-Max-Heap-By-Inserts(A)A.heap_size = 1for i ? 2 to A.lengthdo Max-Heap-Insert(A,A[i℄)Âñåãäà ëè ïðîöåäóðû Build-Max-Heap è Build-Max-Heap-By-Inserts äëÿ îäíîãî è òîãî æå âõîäíîãî ìàññèâàñîçäàþò îäíó è òó æå ïèðàìèäó? Äîêàæèòå ÷òî ýòî òàêèëè ïðèâåäèòå êîíòðïðèìåð.(iii) Ïîêàæèòå, ÷òî â íàèõóäùåì ñëó÷àå äëÿ ñîçäàíèÿ
N -ýëåìåíòíîé ïèðàìèäû ïðîöåäóðå Build-Max-Heap-By-Inserts ïîòðåáóåòñÿ âðåìÿ O(N logN).Àìîðòèçàöèîííûé àíàëèçËèòåðàòóðà: [Êîðìåí 1, �ëàâû 18, 22℄[Êîðìåí 2, �ëàâû 17, 21℄, [ÀÕÓ, ��4.7�4.8℄Ïîìèìî èçìåðåíèé ñëîæíîñòè êîíêðåòíîé ïðîöåäóðû âíå êîí-òåêñòà ìîæíî èíòåðåñîâàòüñÿ å¼ ñëîæíîñòüþ â äëèííîé ñåðèè èñ-ïîëíåíèé íàä ïîñòîÿííî ìåíÿþùèìèñÿ äàííûìè. Â ýòîé ñèòóàöèèâïîëíå ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî ñðåäíåå âðåìÿ èñïîëíåíèÿ çíà÷èòåëü-íî ìåíüøå õóäøåãî âðåìåíè èñïîëíåíèÿ. Ïîýòîìó èìååò ñìûñëðàññìîòðåòü òàê íàçûâàåìóþ àìîðòèçèðîâàííóþ (èëè ó÷¼òíóþ)ñëîæíîñòü àëãîðèòìà. Ñëåäóþùàÿ ñòàäàðòíàÿ çàäà÷à ïîÿñíÿåò èìîòèâèðóåò ýòó ïîñòàíîâêó. Áîëåå ñëîæíûå ïðèìåðû ìû ðàçáåðåìñ ñëåäóþùåì çàäàíèè.Çàäà÷à 36. (0.01) �àññìàòðèâàåòñÿ òðèâèàëüíàÿ ñòðóê-òóðà äàííûõ, êîòîðàÿ õðàíèò íàòóðàëüíîå ÷èñëî n â äâî-è÷íîì ïðåäñòàâëåíèè (⌈log2 n⌉ áèòîâ). Ïðè èíèöèàëèçà-öèè n = 1. Åäèíñòâåííàÿ ïîääåðæèâàåìàÿ îïåðàöèÿ Add� óâåëè÷èòü õðàíèìîå ÷èñëî íà 1. ßñíî, ÷òî åñëè ÷èñëîçàêàí÷èâàåòñÿ k íóëÿìè, òî ýòà îïåðàöèÿ ïîòðåáóåò âû-ïîëíåíèÿ (k+1) ýëåìåíòàðíûõ äåéñòâèé. Ïîýòîìó îöåí-êà âðåìåíè ðàáîòû Add ïî õóäøåìó ñëó÷àþ � Θ(logn).Ïðåäñòàâèì òåïåðü, ÷òî ïðîãðàììèñò äëèòåëüíîå âðåìÿðàáîòàåò ñ ýòîé ñòðóêòóðîé è ñîâåðøàåò áîëüøîå ÷èñëî
N çàïðîñîâ ê ïðîöåäóðå Add. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììàðíîåâðåìÿ ðàáîòû âñåõ âûïîëíåíèé ïðîöåäóðû îöåíèâàåòñÿêàê Θ(N), à íå Θ(N logN). Â òàêèõ ñèòóàöèÿõ ãîâîðÿò,÷òî àìîðòèçèðîâàííîå âðåìÿ ðàáîòû îïåðàöèè Add åñòü
Θ(1).Çàäàíèå íà 8-þ íåäåëþ: 27.03�2.04. [0.12℄Óìíîæåíèå ìíîãî÷ëåíîâ è àëãîðèòì ÁÏÔ�àçäåë 8 ïðîãðàììûËèòåðàòóðà: [Êîðìåí 1, ãë.6 è �32℄[Êîðìåí 2, ãë 6. è �30℄, [ÄÏÂ℄[Âèíîãðàäîâ℄Íóæíî îáÿçàòåëüíî ïðî÷èòàòü ñòàòüþ (îíà âûëîæåíà íàíàøåì ñàéòå): P. Cli�ord, R. Cli�ord. Simple deterministi
wild
ard mat
hing. Information Pro
essing Letters 101(2007) 53�54. è ïîñìîòðåòü ñàéò

https://en.wikipedia.org/wiki/Cir
ulant_matrixÊËÞ×ÅÂÛÅ ÑËÎÂÀ (ìèíèìàëüíûé íåîáõîäèìûé îáúåì ïî-íÿòèé è íàâûêîâ ïî ýòîìó ðàçäåëó): Äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâà-íèå Ôóðüå (ÄÏÔ); áûñòðîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå (ÁÏÔ); ñõåìûÁÏÔ, ïåðåìíîæåíèå ìíîãî÷ëåíîâ ñ ïîìîùüþ ÁÏÔ. Ïîèñê ïîä-ñòðîê ïîñðåäñòâîì ÁÏÔ. Öèðêóëÿíòû. �åøåíèå ëèíåéíûõ óðàâ-íåíèé ñ öèðêóëÿíòíûìè ìàòðèöàìè ñ ïîìîùüþ ÁÏÔ. Ñèñòåìûëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ òåïëèöåâûìè è ãàíêåëåâûìè ìàòðèöàìè.Êðàòêèé êîíñïåêòÂû óæå çíàêîìû ñ ïàðîé ïðîöåäóð, êîòîðûå äî êàêîé-òî ñòåïå-íè îïðåäåëÿþò ëèöî íàøåãî ïðåäìåòà (è íå òîëüêî íàøåãî!). Ýòî,êîíå÷íî, àëãîðèòì Åâêëèäà è ìåòîä �àóññà ðåøåíèÿ ñèñòåì ëè-íåéíûõ óðàâíåíèé. Â ýòîì çàäàíèè ìû ðàçáåðåì òðåòèé âåëèêèéàëãîðèòì: áûñòðîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå (ÁÏÔ). Íåñìîòðÿ íà òî,÷òî ýòîò ìåòîä áûë ïðåäëîæåí çíà÷èòåëüíî ïîçæå äâóõ ñâîèõ çíà-ìåíèòûõ ñîáðàòüåâ9, íî â íàñòîÿùåå âðåìÿ îí âðÿä ëè óñòóïàåò èìïî ðàñïðîñòðàíåííîñòè. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî â îáûäåííîé æèçíèâû âñòðå÷àåòåñü ñ íèì äàæå ÷àùå, ïîñêîëüêó ÁÏÔ �âøèòî� ÷óòüëè íè â êàæäûé ìîáèëüíèê.Ïî îïðåäåëåíèþ, äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå (ÄÏÔ) �ýòî îòîáðàæåíèå, ïåðåâîäÿùåå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîý��èöèåí-òîâ (âîîáøå ãîâîðÿ, êîìïëåêñíûõ) ìíîãî÷ëåíà f(x) = a0 +
a1x1 + . . . + an−1xn−1 ∈ C[x] â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî çíà÷å-íèé â êîðíÿõ n-é ñòåïåíè èç åäèíèöû, ò.å. (a0, a1, . . . , an) 7→
(f(ω0

n), f(ω
1
n), . . . , f(ω

n−1
n )), ãäå ωn = exp 2πi

n
. Íà ïåðâûé âçãëÿä,êàæåòñÿ, ÷òî âû÷èñëåíèå òðåáóåò Ω(n2) ýëåìåíòàðíûõ àðè�ìåòè-÷åñêèõ îïåðàöèé, âåäü íóæíî ïîäñòàâèòü êàæäûé êîðåíü èç åäè-íèöû â ìíîãî÷ëåí f(·) è ïîâòîðèòü îïåðàöèþ n ðàç.Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî ìû ïîëüçóåìñÿ íå íàøåé ñòàíäàðò-íîé áèòîâîé ìîäåëüþ ñëîæíîñòè, à èñïîëüçóåì �íàèâíóþ� `íüþ-ìåðè÷åñêóþ' ìîäåëü âû÷èñëåíèé ñ ïëàâàþùåé çàïÿòîé (�oat)�.Èíà÷å ãîâîðÿ, ñ÷èòàåì, ÷òî ó íàñ åñòü âîçìîæíîñòü äîñòàòî÷-íî òî÷íî ïðîèçâîäèòü Ï�ÈÁËÈÆÅÍÍÛÅ îïåðàöèè ñ ïëàâàþ-ùåé òî÷êîé òàê, ÷òî îíè ñóùåñòâåííî íå ïîâëèÿþò íà îòâåò.Ñëîæíîñòüþ íàçûâàåì ïîëíîå ÷èñëî àðè�ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé.Òàêàÿ ìîäåëü øèðîêî ðàñïðîñòðàíåíà íà ïðàêòèêå, íî òðåáóåòîïðåäåëåííîé êâàëè�èêàöèè âû÷èñëèòåëÿ, ïðè÷åì, åñëè ñòåïåíèïîëèíîìîâ è/èëè ïîðÿäîê èñïîëüçóåìûõ ÷èñåë äîñòàòî÷íî âåëè-êè, òî óæå îáû÷íûì ðåöåïòîì � ïîâòîðåíèåì âû÷èñëåíèé ñäâîéíîé òî÷íîñòüþ � íå îòäåëàåøüñÿ. Ìû åùå âåðíåìñÿ ê ýòî-ìó âîïðîñó.Áûñòðîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå (ÁÏÔ) � ýòî àëãîðèòì, ïîçâî-ëÿþùèé âû÷èñëèòü ÄÏÔ, èñïîëüçóÿ O(n logn) îïåðàöèé.Êàêîå âñå ýòî èìååò îòíîøåíèå ê ìîáèëüíûì òåëå�îíàì? Ïðè-âåäó íåáîëüøîé êîììåíòàðèé, õîòÿ óâåðåí, ÷òî âàì âñå ýòî èçâåñò-íî íà íåñêîëüêî ïîðÿäêîâ ëó÷øå, ÷åì ìíå. Êàê èçâåñòíî, íà çà-ðå ýïîõè âû÷èñëèòåëüíûõ ìàøèí öè�ðîâûå è àíàëîãîâûå óñòðîé-ñòâà ñåðüåçíî êîíêóðèðîâàëè, íî â íàñòîÿùåå âðåìÿ îñòàëèñü ëèøüîñòðîâêè àíàëîãîâûõ âû÷èñëåíèé10 . Èíà÷å ãîâîðÿ, ëþáîé íåïðå-ðûâíûé ñèãíàë φ(t), áóäü òî ýëåêòðîìàãíèòíûé èìïóëüñ, ïîñû-ëàåìûé âàøèì ìîáèëüíèêîì, äàâëåíèå â àýðîäèíàìè÷åñîé òðó-áå, ðàñïðåäåëåíèå öâåòîâ íà ýêðàíå âàøåãî ìîíèòîðà è ò.ä. äîë-æåí áûòü îòöè�ðîâàí (ýòî, êàê âñå ïîíèìàþò, ìîæåò áûòü î÷åíüäàæå íåòðèâèàëüíîé çàäà÷åé), ò.å. ïðåäñòàâëåí ìàññèâîì êîý�-�èöèåíòîâ åãî çíà÷åíèé â äîñòàòî÷íî áîëüøîì êîëè÷åñòâå òî÷åê

f(t) 7→ (a0, a1, . . . , an−1). Çäåñü t ìîæåò áûòü âðåìåíåì, ïðîñòðàí-ñòâåííîé êîîðäèíàòîé è ò.ä. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ìîäåëèðó-åìîå óñòðîéñòâî, íà êîòîðîå ïîñòóïàåò ñèãíàë (ìîäåì, òåëå�îí,9Àëãîðèòì îïóáëèêîâàëè â 1965 ã. Ä.Êóëè (James Cooley) èÄ.Òüþêè (John Tukey) � ïîñëåäíèé, ìåæäó ïðî÷èì, áûë êîíñóëü-òàíòîì ïî íàó÷íûì âîïðîñàì Äæîíà Êåííåäè,� íî èçâåñòíî, ÷òîîí ïðèìåíÿëñÿ ðàíåå è äðóãèìè àâòîðàìè. Êàê è ñëåäîâàëî îæè-äàòü, åãî èñïîëüçîâàë �êîðîëü ìàòåìàòèêîâ� Ê.-Ô. �àóññ â íà÷àëå19 âåêà (çàïèñè áûëè ðàñøè�ðîâàíû íåäàâíî).10Õîòÿ, ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñòîëü ïîïóëÿðíóþ â ïîñëåäíåå âðåìÿ èäàæå ïðîíèêøóþ â òàáëîèäû ìîäåëü êâàíòîâûõ âû÷èñëåíèé, äî êî-òîðûõ ìû, âîçìîæíî, äîáåðåìñÿ, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ÿâíûéðåâàíø àíàëîãîâûõ âû÷èñëèòåëüíûõ óñòðîéñòâ. Åñëè èõ óäàñòñÿðåàëèçîâàòü, òî ìîæíî áóäåò ý��åêòèâíî âûïîëíÿòü íåêîòîðûåïðîöåäóðû, âåñüìà òðóäîåìêèå äëÿ îáû÷íûõ êîìïüþòåðîâ, íàïðè-ìåð �àêòîðèçîâàòü ÷èñëà.



ýêðàí, ñèñòåìà óïðàâëåíèÿ ðàêåòîé è ò.ä.) ëèíåéíîå11 (ãðóáî ãî-âîðÿ, ïðè èçìåíåíèè èíòåíñèâíîñòè âäâîå âîçäåéñòâèå òàêæå èç-ìåíÿåòñÿ â äâà ðàçà è âûïîëíÿåòñÿ ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèèè: ðåàê-öèÿ îò ñóììû ñèãíàëîâ ðàâíà ñóììå ðåàêöèé), òîãäà åãî ïîâåäåíèåìîæåò áûòü îïèñàíî êàê èìïóëüñíàÿ èëè âåñîâàÿ �óíêöèÿ â òåõ-íèêå, �óíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå èëè �óíêöèÿ �ðèíà â ìàòåìàòèêåè �èçèêå è ïð. Ïî îïðåäåëåíèþ, èìïóëüñíàÿ �óíêöèÿ � ýòî ðåàê-öèÿ ñèñòåìû íà åäèíè÷íûé èìïóëüñ â íóëåâîé ìîìåíò t = 0, ò.å.íà δ-�óíêöèþ. Â íàøåé äèñêðåòíîé ìîäåëè ðåàêöèÿ òîæå äîëæíàçàäàâàòüñÿ ìàññèâîì (b0, b1, . . . , bn−1) (ñ÷èòàåì, ÷òî ïîñëå i òàêòîâíà âûõîäå bi, à ÷åðåç n òàêòîâ ðåàêöèÿ çàòóõàåò).Èòàê, ïóñòü â ìîìåíò âðåìåíè T = 0 íà âõîä ïîñòóïàåò ñèãíàë ñèíòåíñèâíîñòüþ a0, êîòîðûé ïðåîáðàçóåòñÿ ñèñòåìîé â b0 · a0, ò.å.îòêëèê ñèñòåìû â ìîìåíò T = 0 ðàâåí a0b0. Äàëåå, â ìîìåíò T = 1íà âõîä ïîñòóïàåò ñèãíàë ñ èíòåíñèâíîñòüþ a1, âûçûâàþùèé ðå-àêöèþ b0a1, êîòîðóþ ñîãëàñíî ïðèíöèïó ñóïåðïîçèöèè íóæíî ïðî-ñóììèðîâàòü 
 îñòàòî÷íûì âîçäåéñòâèåì ñèãíàëà, ïðèøåäøåãî âìîìåíò T = 0, ò.å. a0b1, è îòêëèê ñèñòåìû ðàâåí a1b0 + a0b1 è ò.ä.Òàêèì îáðàçîì, ïðè íàøèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ î ïîâåäåíèè ñèñòåìûïîëó÷àåì, ÷òî åñëè T < n (ò.å. ñèãíàë åùå ïîñòóïàåò), òî îòêëèêðàâåí cT =
∑T

i=0 aibT−i, à åñëè T ≥ n (ò.å. âõîäíîé ñèãíàë óæåçàòóõ), òî cT =
∑n−1

i=T−n+1 aibT−i. Â ìîìåíò T = 2n−2 îòêëèê ðà-âåí c2n−2 = an−1bn−1, à äàëåå îòêëèê ðàâåí íóëþ. Òàêèì îáðàçîì,îòêëèê ñèñòåìû c0, c1, . . . , c2n−2 â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ ïîñëåäîâà-òåëüíñòüþ êîý��èöèåíîâ ìíîãî÷ëåíà- ïðîèçâåäåíèÿ:
2n−2∑

i=0

cix
i def

=

n−1∑

i=0

aix
i
n−1∑

i=0

bix
i.Èòàê, åñëè ìû õîòèì ý��åêòèâíî îáðàáàòûâàòü ñèãíàëû, òîíóæíî íàó÷èòüñÿ áûñòðî óìíîæàòü ïîëèíîìû. Îáû÷íûé ñïîñîáóìíîæåíèÿ �ñòîëáèêîì� òðåáóåò ïîðÿäêà n2 îïåðàöèé, à àëãîðèòìÁÏÔ ïîçâîëÿåò óìíîæàòü ìíîãî÷ëåíû ïî÷òè íà ïîðÿäîê áûñò-ðåå. Íî ñíà÷àëà ðàçáåðåìñÿ, êàê, ñîáñòâåííî, ðåàëèçîâàòü ñàìî ýòîáûñòðîå ïðåîáðàçîâàíèå. Äëÿ ýòîãî ìû èñïîëüçóåì ñèììåòðèè êîð-íåé èç åäèíèöû. Çàìåòèì12, ÷òî åñëè n ÷åòíîå, òî êâàäðàòû âñåõêîðíåé èç åäèíèöû ñòåïåíè n îáðàçóþò n

2
êîðíåé èç åäèíèöû ñòåïå-íè n

2
(ìîæåòå ëè âû ñêàçàòü, ñêîëüêî êîðíåé ñòåïåíè n ïåðåéäåò âîäèí êîðåíü ñòåïåíè n

2
?). Òåïåðü âñå ãîòîâî äëÿ àëãîðèòìà. Ïîïðî-áóåì ïðèìåíèòü òåõíèêó �ðàçäåëÿé-è-âëàñòâóé�. Èòàê, íàäî âû÷èñ-ëèòü f(ωk

n), k = 0, . . . , n − 1. Ïåðåïèøåì âûðàæåíèå ïî ÷åòíûì èíå÷åòíûì èíäåêñàì (ñ÷èòàåì n ÷åòíûì) f(ωk
n) =

∑n
2
−1

i=0 a2iω2ik
n +
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2
−1

i=0 a2i+1ω
2ik+k
n =

∑n
2
−1

i=0 a2i(ω2
n)

ik + ωk
n

∑n
2
−1

i=0 a2i+1(ω2
n)

ik , èçàäà÷à ðàçáèâàåòñÿ íà äâå àíàëîãè÷íûå çàäà÷è äëÿ ìíîãî÷ëåíîâñòåïåíè n
2
− 1, ïîñêîëüêó ω2

n � ýòî êîðåíü èç åäèíèöû ñòåïåíè n
2
.Ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ðåêóððåíòíîñòü äëÿ òðóäîåìêîñòè àëãîðèò-ìà T (n) = 2T (n

2
) +O(n), îòêóäà T (n) = O(n logn)Îñòàåòñÿ ïðèìåíèòü èçëîæåííóþ òåõíèêó äëÿ óìíîæåíèÿ ìíî-ãî÷ëåíîâ. Äëÿ ýòîãî íóæíî âñïîìíèòü, ÷òî ïðîèçâîëüíûé ìíîãî-÷ëåí ñòåïåíè n − 1 ìîæåò áûòü îäíîçíà÷íî âîññòàíîâëåí ïî åãîçíà÷åíèÿì â ïðîèçâîëüíûõ n òî÷êàõ. Ïîýòîìó âìåñòî òîãî, ÷òî-áû ïåðåñ÷èòûâàòü êîý��èöèåíòû ìíîãî÷ëåíà h(x) = f(x) · g(x) =

(
∑n−1

i=0 aixi)(
∑n−1

i=0 bixi) =
∑2n−2

i=0 cixi =
∑2n−2

i=0 (
∑i

j=0 aj · bi−j)xi(ïðÿìîå âû÷èñëåíèå êîý��èöèåíòîâ òðåáóåò O(n2) îïåðàöèé) ìûñíà÷àëà âû÷èñëèì çíà÷åíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ f(x) è g(x) â íåêîòî-ðûõ 2n − 1 òî÷êàõ èíòåðïîëÿöèè, ïîëó÷èâ ìàññèâû F = {fi}è G = {gi}. Ïîêîìïîíåíòíî ïåðåìíîæàÿ F è G, ïîëó÷àåì ìàñ-ñèâ H = {fi · gi}, êîòîðûé, ïî ïîñòðîåíèþ, îòâå÷àåò çíà÷åíèÿììíîãî÷ëåíà-ïðîèçâåäåíèÿ h(·) â òåõ æå òî÷êàõ èíòåðïîëÿöèè, è h(·)ìîæíî îäíîçíà÷íî âîññòàíîâèòü è ïîëó÷èòü îòâåò.Èòàê ìû ïîëó÷èëè ìàññèâ çíà÷åíèé ìíîãî÷ëåíà-ïðîèçâåäåíèÿ âêîðíÿõ èç åäèíèöû, è òåïåðü íàì íóæíî âîññòàíîâèòü åãî êîý��è-öèåíòû. Êîíå÷íî, åñëè âûáèðàòü òî÷êè èíòåðïîëÿöèè ñîâåðøåí-íî ïðîèçâîëüíî, òî íå ïîíÿòíî, ïî÷åìó òàêîé ìåòîä ìîã áû áûòüý��åêòèâíåå ïðÿìîãî âû÷èñëåíèÿ êîý��èöèåíòîâ h. Îäíàêî, âû-áîð òî÷åê èíòåïîëÿöèè â êîðíÿõ èç åäèíèöû ïîçâîëÿåò ïîñòðî-èòü O(n logn)-àëãîðèòì ïåðåìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ! Òî÷íåå ãîâî-11Ýòî ïî÷òè îáùåå ïðåäïîëîæåíèå. Åñëè æå ñèñòåìà íåëèíåéíàÿ,òî ðàññìàòðèâàþò åå ëèíåàðèçàöèþ.12Õîðîøî áû äåéñòâèòåëüíî ïîíÿòü ýòè ïðîñòûå, íî �óíäàìåí-òàëüíûå �àêòû. Âñå îíè, êîíå÷íî, äîêàçûâàþòñÿ â Êîðìåíå, íîëó÷øå ïîïðîáîâàòü ïîëó÷èòü èõ ñàìîìó � ýòî áóêâàëüíî îäíàñòðî÷êà âûêëàäîê

ðÿ, òðóäîåìêîñòü ïðîöåäóðû áóäåò O(n logn ·M), ãäå ïàðàìåòð Mîòâå÷àåò çà òðóäîåìêîñòü îòäåëüíûõ àðè�ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé.Êîíå÷íî, åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî òî÷íîñòü �èêñèðîâàíà, òî M � êîí-ñòàíòà, ñâÿçàííàÿ ñ êîíêðåòíîé ðåàëèçàöèåé àðè�ìåòè÷åñêèõ îïå-ðàöèé ñ ïëàâàþùåé òî÷êîé, è òàêàÿ çàïèñü íå î÷åíü îñìûñëåíà.Çíà÷èò íóæíî ïîïðîáîâàòü ðåàëèçîâàòü òî÷íûå âû÷èñëåíèÿ, ñ÷è-òàÿ, êàê îáû÷íî, êîý��èöèåíòû ìíîãî÷ëåíîâ öåëûìè. (Òàêàÿ ïî-ñòàíîâêà ðåàëèçóåòñÿ âî ìíîãèõ ñèñòåìàõ ñèìâîëüíûõ âû÷èñëåíèéèëè, íàïðèìåð, â àëãîðèòìàõ áûñòðîãî ïåðåìíîæåíèÿ áîëüøèõ ÷è-ñåë, êîòîðûå, êàê ìû ïîìíèì, êàê ðàç è èñïîëüçóþò òî÷íîå ÁÏÔâ êà÷åñòâå ïîäïðîãðàìû.) Ìû íå áóäåì ñåé÷àñ îñòàíàâëèâàòüñÿ íàýòîì ïîäðîáíî (â êà÷åñòâå ÷àñòè÷íûõ ðåöåïòîâ ïîñìîòðèòå óïð.32.2-6 è çàäà÷ó 32.5 èç Êîðìåíà (1-å èçäàíèå, � âî âòîðîì èçäàíèèíîìåð ïàðàãðà�à 30), à òàêæå çàäà÷ó Ä-2 íèæå.À ñåé÷àñ îòâåòèì íà èñõîäíûé âîïðîñ, ïî÷åìó ìîæíî áûñòðîçà O(n logn) îïåðàöèé âîññòàíîâèòü êîý��èöèåíòû ìíîãî÷ëåíà ïîåãî ÄÏÔ. Ïî îïðåäåëåíèþ, ÄÏÔ çàäàåòñÿ óìíîæåíèåì ìàòðèöûòèïà Âàíäåðìîíäà f̃ = ‖(ωn)ij‖i,j=0,1,...,n−1 íà âåêòîð-ñòîëáåö
(a0, a1, . . . , an−1). Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ êîðíåé èç åäèíèöû ñïðàâåä-ëèâî òîæäåñòâî: äëÿ ëþáîãî k âûïîëíåíî

n−1∑

i=0

(ωk
n)

i = δ0kmod n · n (2)(δij � ýòî ñèìâîë Êðîíåêåðà � äèñêðåòíàÿ δ-�óíêöèÿ), ïîýòîìóîáðàòíóþ ìàòðèöó ìîæíî çàäàòü òàê:
f̃−1 =

1

n
‖(ω−1

n )ij‖i,j=0,1,...,n−1 (3)è ïî àíàëîãè÷íîé ïðè÷èíå è îáðàòíîå ÄÏÔ (óìíîæåíèå ìàòðè-öû f̃−1 íà ìàññèâ êîý��èöèåíòîâ) ìîæíî âû÷èñëèòü, èñïîëüçóÿ
O(n logn) îïåðàöèé.Åùå îäèí ìîìåíò, êîòîðûé ÿ õîòåë áû çàòðîíóòü â ñâÿçè ñ ÁÏÔ,ýòî åãî âîçìîæíîå íåðåêóðñèâíîå èñïîëíåíèå. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òîÁÏÔ ìîæíî çàäàòü ÿâíîé ñõåìîé, êîòîðàÿ ê òîìó æå äîïóñêàåòïàðàëëåëüíîå âûïîëíåíèå (ñì. ðèñ. 1).

�èñ. 1: Ñõåìà ÁÏÔÍà ñõåìå ðåáðà-ïðîâîäà �íåñóò� èí�îðìàöèþ ñëåâà íàïðàâî, ò. å.êàæäîìó ðåáðó ïðèïèñàíî (êîìïëåêñíîå) ÷èñëî. Ìåòêà i íà ðåáðåîçíà÷àåò, ÷òî ÷èñëî, ïðèïèñàííîå ïðîâîäó, íóæíî óìíîæèòü íà ωi.Â âåðøèíàõ, îáîçíà÷åííûõ ÷åðíûìè êðóæêàìè, íóæíî ïðîñóììè-ðîâàòü ÷èñëà, ïðèïèñàííûå ïðîâîäàì, ïðèõîäÿùèì ñëåâà. Ïî ñõåìåâèäíî, ÷òî åå îñíîâó ñîñòàâëÿåò çíàìåíèòàÿ �áàáî÷êà�, îòâå÷àþùàÿèñïîëüçóåìîé â ÁÏÔ ãðóïïèðîâêå ñòåïåíåé íà ÷åòíûå è íå÷åòíûåè ïåðåõîäó ê ïîëîâèííîé ðàçìåðíîñòè:
si = ti + ωiui, si+n/2 = ti − ωiui.Çà÷åì íóæíî ïèñàòü ÿâíûå ñõåìû, êîãäà óæå ïîñòðîåí ðåêóðñèâ-íûé àëãîðèòì? Âî-ïåðâûõ, ðåêóðñèÿ ìîæåò áûòü íåý��åêòèâíîéïðè ðåàëèçàöèè, à ÿâíàÿ ñõåìà ïðîùå. Âî-âòîðûõ, ñõåìà ïîêàçû-âàåò, êàê çàïóñòèòü àëãîðèòì ïàðàëëåëüíî. Â òðåòüèõ, èñïîëüçóÿ



ñòðóêòóðó ñõåìû ìîæíî ðåøàòü ïîëåçíûå ñìåæíûå çàäà÷è, íàïðè-ìåð, èñêàòü íåêîòîðûå îøèáêè, ñì., çàäà÷ó � 44.Ìû ðàçîáðàëèñü, êàê áûñòðî ïåðåìíîæàòü ìíîãî÷ëåíû ñ êîì-ïëåêñíûìè êîý��èöèåíòàìè. À ìîæíî ëè ïðèäóìàòü ïîõîæèéòðþê äëÿ óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñ êîý��èöèåíòàìè â êîëüöå âû-÷åòîâ Zn? Åñëè áû ýòî óäàëîñü, òî ïðè óìíîæåíèè ìíîãî÷ëåíîâ ñöåëûìè êîý��èöèåíòàìè ìîæíî áûëî áû îáîéòè óïîìÿíóòûé âû-øå âîïðîñ î òî÷íîñòè âû÷èñëåíèé â ÄÏÔ, ðàññìàòðèâàÿ äîñòàòî÷-íî áîëüøèå ìîäóëè è ïðîâîäÿ îïåðàöèè â Zn. ×àñòè÷íûé îòâåò íàýòîò âîïðîñ áóäåò äàí â çàäà÷å � Ä-13.Áûñòðîå âû÷èñëåíèå ñâåðòêè ïîñðåäñòâîì ÁÏÔ èñïîëüçóåòñÿâî ìíîãèõ îáëàñòÿõ, íàïðèìåð, â òàêîé âàæíîé îáëàñòè, êàê àíà-ëèç èçîáðàæåíèé. Èçîáðàæåíèå ìîæíî ñ÷èòàòü ÷èñëîâîé ìàòðè-öåé [áîëüøîãî℄ ðàçìåðà, à òèïè÷íîé çàäà÷åé ìîæåò áûòü âûäåëå-íèå [ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøîãî℄ áëîêà ñ çàäàííûìè ñâîéñòâàìè (ïîäáëîêîì ïîíèìàåòñÿ íå ìèíîð, à ïîäìàòðèöà èñõîäíîé ìàòðèöû, âêîòîðîé ñòîëáöû è ñòðîêè èäóò ïîäðÿä). Èíòåðåñíî, ÷òî ñîäåðæà-òåëüíà è îäíîìåðíàÿ çàäà÷à � ïîèñê ïîäñòðîê, ñ êîòîðîé óñïåøíîñïðàâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíûé òåêñòîâûé ðåäàêòîð. Êàçàëîñü áû, ýòóçàäà÷ó ìû óñïåøíî ðåøèëè â êóðñå Ò�ßÏ, ïîñòðîèâ îïòèìàëü-íûé ëèíåéíûé ÊÌÏ-àëãîðèòì. Íî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðèìåðíî âòî æå âðåìÿ (â 1974 ã.), êîãäà áûëè ïðåäëîæåíû è ÊÌÏ, è Boyer-Moore àëãîðèòìû, áûë ïðåäëîæåí áûñòðûé àëãîðèòì, îñíîâàííûéíà ÁÏÔ. Åãî ñîâðåìåííàÿ âåðñèÿ èçëîæåíà â çàäà÷å çàäàíèÿ �42. Òðóäîåìêîñòü ÁÏÔ-àëãîðèòìà ïîèñêà ïîäñòðîê îòëè÷àåòñÿ îòîïòèìàëüíî ëîãàðè�ìè÷åñêèì �àêòîðîì.Èäåÿ ÁÏÔ-àëãîðèòìà ïîèñêà ïîäñòðîê ñëåäóþùàÿ. Íóæíî íàé-òè ïîäñòðîêó (îáðàçåö) p0, . . . , pm−1 â ñòðîêå (òåêñòå) t0, . . . , tn−1,çäåñü pi, tj � ýòî ñèìâîëû íåêîòîðîãî àë�àâèòà. �îâîðÿò, ÷òî ïîä-ñòðîêà âõîäèò ñ i-é ïîçèöèè, åñëè pj = ti+j , j = 0, . . . , m− 1. Åñëèñ÷èòàòü áóêâû àë�àâèòà ðàçëè÷íûìè öåëûìè ÷èñëàìè, òî âõîæäå-íèå ïîäñòðîêè ñ i-é ïîçèöèè ýêâèâàëåíòíî îáíóëåíèþ ñóììû êâàä-ðàòîâ: Bi =
∑m−1

j=0 (pj − ti+j)2 =
∑m−1

j=0 (p2j − 2pjti+j + t2i+j) = 0, àâû÷èñëåíèå ìàññèâà ÷èñåë {Bi, i = 0, . . . , n − m} ïîçâîëÿåò îïðå-äåëèòü âñå ìåñòà âõîæäåíèÿ ïîäñòðîêè â òåêñò.�Íàèâíûé� àëãîðèòì � ïðÿìîé ïåðåáîð òðåáóåò O(mn) îïåðà-öèé. Íî â êóðñà Ò�ßÏ èçó÷àëñÿ áîëåå áûñòðûé, ëèíåéíûé, àë-ãîðèòì. Ñ ïîìîùüþ ÁÏÔ ìîæíî ïîñòðîèòü O(n logm)-ïðîöåäóðó.Ñóììà S =
m−1∑

j=0
p2j ïðèñóòñòâóåò êàê ñëàãàåìîå â êàæäîì Bi, èâû÷èñëÿåòñÿ çà O(n) øàãîâ.�àññìîòðèì äâà ïîëèíîìà ñòåïåíè íå âûøå n: T (x) = tn−1xn−1+

· · ·+ t1x+ t0, P (x) = p0xn−1 + · · ·+ pm−1 Èõ ïðîèçâåäåíèå ìîæíîâû÷èñëèòü ñ ïîìîùüþ ÁÏÔ çà O(n logn). Ïîñìîòðèì íà êîý��è-öèåíò èõ ïðîèçâåäåíèÿ C(x) ïðè xm−1+i (0 ≤ i ≤ n−m) :
cm−1+i = p0ti + p1ti+1 + p2ti+2 + · · ·+

pm−2tm−2+i + pm−1tm−1+i =

m−1∑

j=0

pjtj+iÊàê âèäèì, ýòî îäíî èç ñëàãàåìûõ äëÿ Bi. Òàêèì îáðàçîì, àëãî-ðèòì äëÿ ïîäñ÷åòà âñåõ Bi òàêîâ. Ñíà÷àëà âû÷èñëÿåì çà O(n logn)øàãîâ êîý��èöèåíòû ïðîèçâåäåíèÿ C(x) óêàçàíûõ ìíîãî÷ëåíîâ.Äàëåå çà ìàêñèìóì O(n) øàãîâ âû÷èñëÿåì ñóììó êâàäðàòîâ S è çà
O(n) øàãîâ ñ÷èòàåì ñóììó ïåðâûõ m êâàäðàòîâ ti, ò. å.H =

m−1∑

j=0
t2j .Äàëåå âû÷èñëÿåì B0 = S−2·cm−1+H è B1 = S−2·cm+

m−1∑

j=0
t2j+1 =

B1 + 2 · cm−1 − 2 · cm − t21 + t2m.Äëÿ ýòîãî íàì ïîòðåáóåòñÿ O(1) îïåðàöèé. Àíàëîãè÷íî ïîëó÷èì
Bi = Bi−1+2(cm−2+i−cm−1+i)−t2i−1+t2m−1+i, ò. å. äëÿ ïîëó÷åíèÿêàæäîãî ñëåäóþùåãî ÷ëåíà òðåáóåòñÿ O(1) îïåðàöèé. Òàêèì îáðà-çîì, äëÿ âû÷èñëåíèÿ âñåõ ÷ëåíîâ ïîòðåáóåòñÿ åùå O(n) îïåðàöèé.Òàêèì îáðàçîì, âåñü àëãîðèòì àñèìïòîòè÷åñêè òðåáóåò O(n logn)îïåðàöèé.Òó æå èäåþ äëÿ ïðîâåðêè âõîæäåíèÿ ïîäñòðîêè ìîæíî èñ-ïîëüçîâàòü, åñëè ðàçðåøàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ñèìâîë äæîêåðà (âêóðñå Ò�ßÏ îí îáîçíà÷àëñÿ çíàêîì ¾?¿). Òîãäà â òåõ æå îáî-çíà÷åíèÿõ íóæíî âû÷èñëèòü ìàññèâ {Ai, i = 0, . . . , n − m}, ãäå
Ai =

∑m−1
j=0 (p3j ti+j − 2p2j t

2
i+j + pjt3i+j), ñì. íèæå çàäà÷ó 2.Íàêîíåö, åùå îäíî âàæíîå ïðèëîæåíèå ÄÏÔ ñâÿçàíî ñ ý��åê-òèâíûì ðåøåíèåì ñïåöèàëüíûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, â êî-òîðûõ ìàòðèöû êîý��èöèåíòîâ èìåþò ñïåöèàëüíûå ñèììåòðèè, à

èìåííî, ïîñòîÿííû âäîëü êàêèõ-òî �äèàãîíàëåé� è òîãäà óìíîæåíèåíà òàêóþ ìàòðèöó ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñâåðòêîé. Â êà÷åñòâå ïðè-ìåðà òàêèõ ìàòðèö îáû÷íî ðàññìàòðèâàþòñÿ öèðêóëÿíòû (ñòðî-êè ïîëó÷åíû öèêëè÷åñêèì ñäâèãîì �èêñèðîâàííîãî âåêòîðà), òåï-ëèöåâû èëè ãàíêåëåâû ìàòðèöû, ó êîòîðûõ íà âñåõ äèàãîíàëÿõ,ïàðàëëåëüíûõ ãëàâíîé (ñîîòâåòñòâåííî, ïàðàëëåëüíûõ ïîáî÷íîé),ñòîÿò ðàâíûå ýëåìåíòû.Âû äîëæíû çíàòü, êàê, èñïîëüçóÿ ÁÏÔ, ðåøàòü ñèñòåìû ëèíåé-íûõ óðàâíåíèé ïîðÿäêà n×n ñ öèðêóëÿíòíîé ìàòðèöåé, èñïîëüçóÿ
o(n logn) îïåðàöèé, è ïðåäñòàâëÿòü ñåáå, êàê âûïîëíèòü ýòó çàäà÷óäëÿ ñëó÷àÿ òåïëèöåâûõ èëè ãàíêåëåâûõ ìàòðèö, èñïîëüçóÿ O(n2)îïåðàöèé.Çàäà÷à 37. (0.03+0.02). (i) Íàéäèòå ïðîèçâåäåíèå ìíî-ãî÷ëåíîâ A(x) = 3x+2 è B(x) = x2+1, èñïîëüçóÿ ðåêóð-ñèâíûé O(n logn)-àëãîðèòì ÁÏÔ.Äëÿ ýòîãî íóæíî âûáðàòü n, Íàéòè ÁÏÔ îáîèõ ïîëèíîìîâ, çà-òåì âû÷èñëèòü ÄÏÔ ìíîãî÷ëåíà- ïðîèçâåäåíèÿ è íà ïîñëåäíåìøàãå âû÷èñëèòü îáðàòíîå ÄÏÔ, ò. å. óìíîæèòü âåêòîð-ñòîëáåö,ïîëó÷åííûé â ïðåäûäóùåì ïóíêòå, íà îáðàòíóþ ìàòðèöó ÄÏÔ.Èñïîëüçóÿ òîæäåñòâî (3), è ïðè ýòîì âû÷èñëåíèå ìîæíî òîæå èñ-ïîëüçîâàòü ÁÏÔ (êàêèì îáðàçîì?).(ii) Âû÷èñëèòå îáðàòíîå ÄÏÔ ìàññèâà (I � ìíè-ìàÿ åäèíèöà) A = [10, 3I

√
2 + 2 + 2I, 0, 3I

√
2 + 2 −

2I,−2,−3I
√
2+2+2I, 0,−3I

√
2+2−2I], èñïîëüçóÿ ñõåìóÁÏÔ äëÿ n = 8 íà ðèñ. 1. Âîçìîæíî, âû÷èñëåíèå áóäåòóäîáíåå ïðîâîäèòü ñèìâîëè÷åñêè äëÿ ω = exp

(

πI
4

).Çàäà÷à 38. (0.01+0.02). (i) Ïîñòðîéòå O(n log n)-ÁÏÔ-àëãîðèòì äëÿ ïîèñêà ïîäñòðîê â òåêñòå ñ �äæîêåðàìè�.(ii) Ïîêàæèòå, êàê ïîíèçèòü òðóäîåìêîñòü âàøåé ïðîöå-äóðû äî O(n logm).Çàäà÷à 39. (0.01). Èñïîëüçóÿ ÄÏÔ, íàéäèòå ðåøå-íèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé Cx = b. ãäå C � ýòîöèðêóëÿíòíàÿ ìàòðèöà, ïîðîæäåííàÿ âåêòîðîì ñòîëáöîì
(1, 2, 4, 8)t, à bt = (16, 8, 4, 2).Çàäà÷à Ä�18. (0.03). Äàí ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ ÷èñåë
A ⊆ {1, . . . ,m}. �àññìîòðèì ìíîæåñòâî A+A, îáðàçîâàí-íîå ñóììàìè ýëåìåíòîâ A. Äîêàæèòå èëè îïðîâåðãíèòåñóùåñòâîâàíèå ïðîöåäóð ïîñòðîåíèÿ A+A, èìåþùèõ ñóá-êâàäðàòè÷íóþ òðóäîåìêîñòü o(m2).Çàäà÷à 40. (0.02). ([Êîðìåí 1, óïð. 32.3-4℄ èëè[Êîðìåí 2, óïð. 30.3-4℄. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ñõåìåÁÏÔ, èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 1, âûøåë èç ñòðîÿ ðîâíîîäèí ñóììàòîð, ïðè÷åì îí âûäàåò ÷èñëî 0 íåçàâèñèìî îòâõîäà. Ñêîëüêî è êàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íóæíî ïî-äàòü íà âõîä, ÷òîáû èäåíòè�èöèðîâàòü äå�åêòíûé ñóì-ìàòîð? ÄÏÔ è ÁÏÔ â êîëüöå âû÷åòîâ ZnÑíà÷àëà ìû ðàññìîòðèì ïðîñòîé ñëó÷àé, êîãäà êîëüöî � ýòîïðîñòîå ïîëå GFp è ïîïðîáóåì ïðîñòî îñóùåñòâèòü â íåì ÄÏÔ.Ïîíÿòíî, ÷òî ðîëü êîðíÿ èç åäèíèöû äîëæåí èãðàòü ïåðâîîáðàç-íûé êîðåíü, ïîñêîëüêó ìû çíàåì, ÷òî îïðåäåëèòåëü Âàíäåðìîíäà,ñîñòàâëåííûé èç ñòåïåíåé ïðîèçâîëüíîãî ïåðâîîîáðàçíîãî êîðíÿ,îáëàäàåò âñåìè íóæíûìè íàì ñâîéñòâàìè, ïðè÷åì â àðè�ìåòèêå
Zp, ïîòîìó ÷òî ðå÷ü èäåò îïÿòü î ñóììå êîíå÷íîé ãåîìåòðè÷åñêîéïðîãðåññèè, ïåðèîä êîòîðîé äåëèòñÿ íà ïîðÿäîê äàííîãî ýëåìåí-òà. Èòàê äëÿ òîãî, ÷òîáû ïåðåìíîæèòü ìíîãî÷ëåíû ìîæíî âçÿòü



äîñòàòî÷íî áîëüøîå (íàñêîëüêî áîëüøîå?) ïðîñòîå ÷èñëî p, ïåðå-ìíîæèòü ìíîãî÷ëåíû (mod p), èñïîëüçóÿ ÄÏÔ â êîíå÷íîì ïîëå,à çàòåì âîññòàíîâèòü êîý��èöèåíòû.Çàäà÷à 41. (0.03). Âûáåðèòå ïîäõîäÿùåå ïðîñòîå ÷èñëî
p è ïåðåìíîæüòå ìíîãî÷ëåíû A(x) è B(x) íàä êîíå÷íûìïîëåì, à çàòåì âîññòàíîâèòå ìíîãî÷ëåí-ïðîèçâåäåíèå íàä
Z.. Îáîñíóéòå âûáîð p. Ñêàæåì, ìîæíî ëè âçÿòü p = 5?Èëè ñëåäóåò âûáðàòü p = 7 èëè áîëüøå?Â ïðåäûäóùåé çàäà÷å ìû îáîñíîâàëè ÄÏÔ íàä êîíå÷íûì ïîëåì,íî ìîæíî ëè ïðîâåñòè òðþê ñ ÁÏÔ? Îá ýòîì ñëåäóþùèå çàäà÷è.Íàïîìèíàåì, ÷òî, íà ñàìîì äåëå, ìû ïûòàåìñÿ óòî÷íèòü ïðåäûäó-ùóþ ìîäåëü, êîãäà ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî àðè�ìåòè÷ñêèå îïåðàöèèïðîâîäÿòñÿ òî÷íî.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â Zn åñòü ïðèìèòèâíûé êîðåíü ξ ñòåïåíè13
2k. Íå�îðìàëüíî ìîäóëü n áóäåò îçíà÷àòü ìàêñèìàëüíóþ ãðàíèöóìîäóëåé êîý��èöèåíòîâ, êîòîðûå ìîãóò âñòðåòèòüñÿ â ñîìíîæèòå-ëÿõ è â ïðîèçâåäåíèè, à ñòåïåíü ïðîèçâåäåíèÿ íå äîëæíà ïðåâû-øàòü l = 2k−1. Ñòåïåíü äâîéêè òðåáóåòñÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîøëàðåêóðñèÿ â àëãîðèòìå ÁÏÔÇàäà÷à Ä�19. (0.01 + 0.01 + 3× 0.02).(i) Ïîêàæèòå, ÷òî 3 ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíûì êîðíåì 8-éñòåïåíè â ïðîñòîì ïîëå Z41.�àññìîòðèì ìíîãî÷ëåí h ∈ Zn[x] ñòåïåíè íå âûøå l = 2k − 1.Ìàòðèöó Ξ = ‖ξij‖i,j=0,1,...,l íàçîâåì ìàòðèöåé ÄÏÔ. Ïî îïðå-äåëåíèþ, ÄÏÔ ìíîãî÷ëåíà h ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ ìàòðèöû Ξ íàâåêòîð-ñòîëáåö êîý��èöèåíòîâ h(ii) Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî j = 0, 1, . . . , k − 1 ýëå-ìåíò ξ2

j � åñòü ïðèìèòèâíûé êîðåíü ñòåïåíè 2k−j â Zn.Èç ïîñëåäíåãî óïðàæíåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî ìîæíî áûñòðî âû÷èñ-ëÿòü ÄÏÔ ïðîèçâîëüíîãî ìíîãî÷ëåíà h ñòåïåíè íå âûøå l â Znðîâíî òàêèì æå ðåêóðñèâíûì àëãîðèòìîì, êîòîðûé ìû èñïîëüçî-âàëè â C.(iii) Ñ÷èòàÿ, ÷òî ìíîãî÷ëåíû A è B (èç çàäàíèÿ) çàäàíûíàä Z41 è ξ = 3 âû÷èñëèòå ðåêóðñèâíûì àëãîðèòìîì èõÄÏÔ.Ïåðåìíîæàÿ ïîêîìïîíåíòíî âû÷èñëåííûå â ïðåäûäóùåì ïóíê-òå ÄÏÔ ìíîãî÷ëåíîâ A è B, ìû ïîëó÷àåì ÄÏÔ ïðîèçâåäåíèÿ C.Òåïåðü íàì îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî ìîæíî ý��åêòèâíî âîññòàíî-âèòü êîý��èöèåíòû C ïî åãî ÄÏÔ. Äëÿ ýòîãî íóæíî ïðîâåðèòüâûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâà, àíàëîãè÷íîãî (3).(iv) Äîêàæèòå, ÷òî Ξ−1 = (l + 1)−1‖(ξ−1)
ij‖i,j=0,1,...,l.Ôîðìóëà, êîíå÷íî, ñïðàâåäëèâà äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñòå-ïåíè ïðèìèòèâíîãî ýëåìåíòà ξ, à íå òîëüêî äëÿ ñòåïåíè

2k, êàê â íàøåé ñïåöè�èêàöèè.(v) Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû (iii) è (iv), âû÷èñëèòå ÄÏÔìíîãî÷ëåíà C è âîññòàíîâèòå åãî êîý��èöèåíòû ðåêóð-ñèâíûì àëãîðèòìîì ÁÏÔ [óìíîæåíèÿ îáðàòíîé ìàòðèöû
Ξ−1 íà âåêòîð ñòîëáåö ÄÏÔ℄.Êîíå÷íî, âûáðàííûé íàìè ðàçìåð ïîëÿ ìîæåò îêàçàòüñÿ íåäî-ñòàòî÷íûì äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîèçâåñòè âû÷èñëåíèÿ, ïîýòîìó äî-ïîëíèòåëüíî ïðèâåäèòå îáîñíîâàíèå êîððåêòíîñòè (èëè íåêîððåêò-íîñòè) âûáîðà ðàçìåðà ïîëÿ (ñàìî âû÷èñëåíèå äîëæíî áûòü âû-ïîëíåíî â ëþáîì ñëó÷àå).Çàäàíèå íà 9-þ íåäåëþ: 10.04�16.04. [0.12℄Ñîðòèðîâêà. �àçäåë 9 ïðîãðàììûËèòåðàòóðà: [Êîðìåí 1℄, [Êîðìåí 2, ãë 2℄, [ÄÏÂ℄�àçðåøàþùèå äåðåâüÿ è íèæíèå îöåíêè ñîðòèðîâêè.13Ýòî, ïî îïðåäåëåíèþ çíà÷èò, ÷òî ξi 6= 1, i = 0, 1, . . . 2k − 1, à
ξ2

k
= 1.

Îáñóäèì âîïðîñ î ìèíèìàëüíîì ÷èñëå Tmin ïîïàðíûõ ñðàâíå-íèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ íàõîæäåíèÿ ìèíèìàëüíîãî èç n ÷èñåë. Äëÿýòîé çàäà÷è àëãîðèòì î÷åâèäåí: íóæíî ïîñëåäîâàòåëüíî ñðàâíè-âàòü ÷èñëà, îñòàâëÿÿ ïðè êàæäîì ñðàâíåíèè ìèíèìàëüíîå. Âîç-íèêàåò ïðàâäîïîäîáíàÿ ãèïîòåçà, ÷òî Tmin = n − 1. Çàìåòèì, ÷òîäàæå â ñòîëü ïðîñòîé çàäà÷å îòâåò íå î÷åâèäåí, â ÷àñòíîñòè, íå ïðî-õîäèò òðàäèöèîííûé àðãóìåíò �ïî ðàçìåðó âõîäà�, ïîñêîëüêó â n
2ñðàâíåíèÿõ ìîãóò ó÷àñòâîâàòü âñå ÷èñëà, è ðå÷ü �àêòè÷åñêè èäåòî òîì, êàêóþ ÷àñòü èí�îðìàöèè î ÷èñëàõ ìîæíî ïðè ñðàâíåíèèïåðåäàòü. �àññìîòðèì äâà ïîäõîäà ê ïîëó÷åíèþ íèæíèõ îöåíîêïîäîáíîãî ðîäà.Ïåðâûé ïîäõîä ñâÿçàí ñ ïîíÿòèåì ðàçðåøàþùåãî äåðåâà äëÿ àë-ãîðèòìîâ ñîðòèðîâêè [Êîðìåí 1 �9.1℄, [Êîðìåí 2 �8.1℄. Íàïîì-íèì, ÷òî ïðîèçâîëüíûé àëãîðèòì A ñîðòèðîâêè ìàññèâà èç n ÷èñåë

{a1, . . . , an} ïîñðåäñòâîì ïîïàðíûõ ñðàâíåíèé ìîæíî ñëåäóþùèìîáðàçîì èçîáðàçèòü â âèäå êîðíåâîãî äâîè÷íîãî äåðåâà DA. Êàæ-äàÿ âíóòðåííÿÿ âåðøèíà v äåðåâà ïîìå÷åíà íåêîòîðûì ñðàâíåíèåì
ai?aj , à â ïàðå âûõîäÿùèõ èç v ðåáåð îäíî ðåáðî èìååò ïîìåòêó ≤,à äðóãîå ≥. Ëèñòüÿ DA ïîìå÷åíû ñîîòâåòñòâóþùèìè ïåðåñòàíîâ-êàìè {π1, . . . , πn}, êîòîðûå óïîðÿäî÷èâàþò ìàññèâ. Êàæäîìó êîí-êðåòíîìó âõîäó {a1, . . . , an} îòâå÷àåò åãî ðåàëèçàöèÿ � ïóòü îòêîðíÿ ê ëèñòó â DA.Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî äàåòñÿ îïðåäåëåíèå ðàçðåøàþùåãî äå-ðåâà äëÿ çàäà÷è ïîèñêà ìèíèìàëüíîãî ýëåìåíòà, ïîèñêà ìåäèàíûè ò. ä. (âñå ñâîäèòñÿ ê èçìåíåíèþ ïîìåòîê ëèñòüåâ). Ìû ñîõðàíèìäëÿ ýòèõ ¾ñïåöèàëèçèðîâàííûõ¿ äåðåâüåâ îáîçíà÷åíèå DA. Íà ÿçû-êå ðàçðåøàþùèõ äåðåâüåâ óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî Tmin = n − 1,ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó: â ëþáîì êîððåêòíîì àëãîðèòìå ïîèñ-êà ìèíèìàëüíîãî ýëåìåíòà â ìàññèâå èç n ÷èñåë, èñïîëüçóþùåìòîëüêî ïîïàðíûå ñðàâíåíèÿ, êàæäûé ðåàëèçóåìûé ïóòü îò êîðíÿê ëèñòó èìååò íå ìåíåå (n− 1)-ãî ðåáðà.Íàçîâåì ýòî óòâåðæäåíèåì A.Ïðîèçâîëüíîìó êîððåêòíîìó àëãîðèòìó A íàõîæäåíèÿ ìèíèìó-ìà ïîïàðíûìè ñðàâíåíèÿìè è ïðîèçâîëüíîìó ðåàëèçóåìîìó ïóòè
P â ðàçðåøàþùåì äåðåâå DA îòâå÷àåò (íåîðèåíòèðîâàííûé) ãðà�
GP

A = (V,E) íà n âåðøèíàõ, â êîòîðîì åñòü ðåáðî (vi, vj) ∈ E, åñëèè òîëüêî åñëè â ïóòè P êàêàÿ-òî âåðøèíà èìååò ïîìåòêó ai?aj .Óòâåðæäåíèå B. Äëÿ êîððåêòíîñòè àëãîðèòìà A íàõîæäåíèÿìèíèìóìà íåîáõîäèìî, ÷òîáû ãðà� GP
A áûë ñâÿçåí.Çàäà÷à 42. (2× 0.01+ 0.02) (i) Äîêàæèòå èìïëèêàöèþ:

B ⇒ A.(ii) Äîêàæèòå óòâåðæäåíèå B.Òåïåðü äàäèì äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîé íèæíåé îöåíêè. Îò-ìåòèì, ÷òî ñàìî äîêàçàòåëüñòâî áóäåò èëëþñòðàöèåé ìåòîäîâ àì-ìîðòèçàöèîííîãî àíàëèçà äëÿ ïîëó÷åíèÿ íèæíèõ îöåíîê.Äëÿ ýòîãî çàïèøåì øàãè àëãîðèòìà â �îðìàòå êîí�èãóðàöèé
(a, b, c, d), ãäå a ýëåìåíòîâ ïîêà íå ñðàâíèâàëèñü, b ýëåìåíòîâ áûëèáîëüøå âî âñåõ ñðàâíåíèÿõ, c ýëåìåíòîâ áûëè ìåíüøå âî âñåõ ñðàâ-íåíèÿõ, d áûëè è áîëüøå, è ìåíüøå â ñðàâíåíèÿõ, ò. å. íà÷àëüíàÿêîí�èãóðàöèÿ òàêîâà: Init = (n, 0, 0, 0). Ââåäåì �ïîòåíöèàëüíóþ�óíêöèþ�, îïðåäåëåííóþ íà êîí�èãóðàöèÿõ: f [(a, b, c, d)] = a + c.Ìû îöåíèì òðóäîåìêîñòü àëãîðèòìà, ïðîñòî ïîäåëèâ �ðàçíîñòü ïî-òåíöèàëîâ� ìåæäó íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé êîí�èãóðàöèÿìè íà ìàê-ñèìàëüíîå èçìåíåíèÿ ïîòåíöèàëà çà îäèí øàã àëãîðèòìà.(iii) Ïîêàæèòå, ÷òî ïðè ëþáîì ñðàâíåíèè ïîòåíöèàë f(·)ìîæåò óìåíüøèòüñÿ íå áîëüøå, ÷åì íà åäèíèöó, è ÷òîîòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ÷èñëî øàãîâ ëþáîãî òàêîãî àëãî-ðèòìà íå ìåíüøå n− 1.Ïîêàæåì, ÷òî ëþáîé àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ìåäèàíû ìàññèâàèç n ýëåìåíòîâ ïîñðåäñòâîì ïîïàðíûõ ñðàâíåíèé èìååò ñëîæíîñòü
T (n) = 3n

2
− O(logn).Çàäà÷à 43. (0.02 + 0.03) (i) Ïîêàæèòå, ÷òî ëþáîå ðàç-ðåøàþùåå äåðåâî ïîèñêà ìåäèàíû ïîçâîëÿåò òàêæå âîñ-ñòàíîâèòü èíäåêñû âñåõ ýëåìåíòîâ, á�îëüøèõ ìåäèàíû, èâñåõ ýëåìåíòîâ, ì�åíüøèõ ìåäèàíû.



Èç ýòîé çàäà÷è âûòåêàåò, ÷òî íàõîæäåíèå ìåäèàíû ýêâèâàëåíòíîñ âèäó áîëåå ñëîæíîé çàäà÷å: íàéòè ìåäèàíó è ìàññèâ L ýëåìåíòîâ,á�îëüøèõ åå (n
2
− 1) ýëåìåíòîâ.(ii) Ïîêàæèòå, ÷òî ëþáîå ðàçðåøàþùåå äåðåâî äëÿ ìåäè-àíû ñîäåðæèò ïóòü îò êîðíÿ ê ëèñòó äëèíû 3n

2 −O(logn).Êîììåíòàðèé. Ìîæíî èñïîëüçîâàòü äâà ñîîáðàæåíèÿ. Âî-ïåðâûõ, åñëè èç äåðåâà T äëÿ ìåäèàíû âûêèíóòü âñå ñðàâíåíèÿ,â êîòîðûõ ó÷àñòâóþò ýëåìåíòû L, òî ïîëó÷èòñÿ äåðåâî TL ïîèñêàìàêñèìóìà (â íåì ìàêñèìóì � ýòî ìåäèàíà). À èç ïðåäûäóùåé çà-äà÷è ñëåäóåò, ÷òî TL äîëæíî èìåòü ≥ 2
n
2
−1 ëèñòüåâ. Âî-âòîðûõ,ìàññèâ L ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíûì, à îòñþäà ìîæíî ïîëó÷èòüîöåíêó ñíèçó íà ÷èñëî ëèñòüåâ (è íà âûñîòó) T .Íàèëó÷øèå èçâåñòíûå ñîâðåìåííûå îöåíêè: (2 + ε)n ≤ T (n) ≤

2.95n.Çàäà÷à Ä�20. (0.03) [Êîðìåí 1, çàäà÷à 10-1-2℄ �àñ-ñìîòðèì ñòàíäàðòíóþ ðåêóðñèâíóþ ïðîöåäóðó îäíîâðå-ìåííîãî ïîèñêà ìàêñèìóìà è ìèíèìóìà [Êîðìåí 1,�10.1℄. Ïîêàæèòå, èñïîëüçóÿ ïîäõîäÿùóþ ïîòåíöèàëü-íóþ �óíêöèþ, ÷òî ýòîò àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûìïî ÷èñëó èñïîëüçîâàííûõ ñðàâíåíèé.Êîììåíòàðèé. Çäåñü íà÷àëüíàÿ è êîíå÷íàÿ êîí�èãóðàöèè òà-êîâû: Init = (n, 0, 0, 0), F inal = (0, 1, 1, n − 2). Íóæíî ïîêàçàòü,÷òî íåîáõîäèìî íå ìåíåå k = ⌈ 3n
2
⌉ − 2 ñðàâíåíèé. Â òåêñòå ìîæ-íî èñïîëüçîâàòü òîëüêî àðãóìåíòû, îòíîñÿùèåñÿ ê ïîòåíöèàëü-íîé �óíêöèè. Íåëüçÿ àïåëëèðîâàòü ê àâòîðñêîìó ïðåäñòàâëåíèþ îòîì, ÷òî êàêèå-òî äåéñòâèÿ �íåîïòèìàëüíû�. Ôîðìàò îòâåòà, êàê èäëÿ ðàññìîòðåííîãî âûøå âûáîðà ìèíèìàëüíîãî ýëåìåíòà, äîëæåíáûòü òàêîâ.1. Ïîòåíöèàëüíóþ �óíêöèþ f(·) = f(a, b, c, d) ñëåäóåò óêàçàòüÿâíî.2. Ïðè ëþáîì ñðàâíåíèè çíà÷åíèÿ f(·) íå ìîãóò óìåíüøèòüñÿáîëüøå, ÷åì íà íåêîòîðóþ âåëè÷èíó δ (ñêàæåì, åäèíèöó).3. f(Init) − kδ = f(F inal).4. Íà ñàìîì äåëå, ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî â êëàññå ëèíåéíûõ �óíê-öèé òàêàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ �óíêöèÿ íå ñóùåñòâóåò, ïîýòîìóíóæíî ëèáî óñëîæíèòü âèä �óíêöèè, ëèáî ñ÷èòàòü,÷òî �óíêöèÿ îïðåäåëåíà òîëüêî íà ÷àñòè âõîäîâ.Çàäà÷à Ä�21. (0.03+ 0.03) (i) Äàíî n êëþ÷åé è n çàì-êîâ. Âñå êëþ÷è è âñå çàìêè ðàçëè÷íû ìåæäó ñîáîé, àêàæäûé êëþ÷ ïîäõîäèò ê åäèíñòâåííîìó çàìêó. Êëþ÷è(è çàìî÷íûå ñêâàæèíû) óïîðÿäî÷åíû ïî âåëè÷èíå, íî âè-çóàëüíî îòëè÷èÿ íåðàçëè÷èìû. Íà êàæäîì øàãå ìîæíîïîïûòàòüñÿ âñòàâèòü êîíêðåòíûé êëþ÷ â êîíêðåòíûé çà-ìîê è çàêëþ÷èòü, ÷òî îí ïîäõîäèò èëè áîëüøå, èëè ìåíü-øå èñêîìîãî. Ïîñòðîéòå âåðîÿòíîñòíûé àëãîðèòì ïîäáî-ðà êëþ÷åé, òðåáóþùèé â ñðåäíåì o(n2) øàãîâ.Êîììåíòàðèé. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðÿìîé ïåðåáîð ïîäõîäÿùèõ ïàðêëþ÷åé è çàìêîâ òðåáóåò êâàäðàòè÷íîãî ÷èñëà øàãîâ. Óäèâèòåëü-íûì êàæåòñÿ òî, ÷òî äëÿ ýòîé çàäà÷è ïîñòðîåí äåòåðìèíèðîâàííûé

o(n2)-àëãîðèòì. Îí î÷åíü õèòðûé.(ii) Ïîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ äåòåðìèíèðîâàííàÿ ïðîöåäóðàïîäáîðà êëþ÷åé òðåáóåò Ω(n logn) øàãîâ.Ñòðóêòóðû äàííûõ äëÿ äèíàìè÷åñêîé ñîðòèðîâêèÌàíèïóëÿöèè ñ äåðåâüÿìèËèòåðàòóðà: [Êîðìåí 1, ãë. 18�19℄ èëè [ Êîðìåí 2, ãë. 17�18℄, [ÀÕÓ℄, [Ø℄.Èçó÷èì íåñêîëüêî ñòðóêòóð äàííûõ äðåâåñíîãî òèïà, êîòîðûåïîçâîëÿþò ý��åêòèâíî äèíàìè÷åñêè îáðàùàòüñÿ ñ óïîðÿäî÷åííû-ìè ìàññèâàìè (ò. å. íóæíî äèíàìè÷åñêè ïîääåðæèâàòü óïîðÿäî-÷åííûé ìàññèâ, ñ÷èòàÿ, ÷òî ýëåìåíòû ìîãóò, íàïðèìåð, äîáàâëÿòü-ñÿ è/èëè óäàëÿòüñÿ è ïð.). Âïåðâûå ïîäîáíóþ ñòðóêòóðó äàííûõ,

ïîçâîëÿþùóþ âûïîëíÿòü óäàëåíèÿ/âñòàâêè â n ýëåìåíòíîì ìàñ-ñèâå çà O(logn) îïåðàöèé, ïðåäëîæèëè â 1963 ãîäó �. Àäåëüñîí-Âåëüñêèé è Å. Ëàíäèñ14. Ìû íà÷íåì èçó÷åíèå ýòîé òåìû è ðàñ-ñìîòðèì íåñêîëüêî ñòðóêòóð äàííûõ, ïîçâîëÿþùèõ ý��åêòèâíîïîääåðæèâàòü äèíàìè÷åñêèå îïåðàöèè. Ïðè àíàëèçå òðóäîåìêîñòèîïÿòü î÷åíü ïîëåçíûì îêàçûâàåòñÿ ìåòîä ò.í. àìîðòèçàöèîííîãîàíàëèçà, ò. å. âû÷èñëåíèå òðóäîåìêîñòè íå îòäåëüíîé, à ñðàçó öåëîéñåðèè îïåðàöèé.Ïóñòü x � äâîè÷íîå äåðåâà ïîèñêà15; îáîçíà÷èì size[x] ÷èñëîêëþ÷åé â ïîääåðåâå ñ âåðøèíîé x. Âûäåëèì äëÿ size[·] ïîëå âêàæäîé âåðøèíå äåðåâà. Ïóñòü α � ÷èñëî è 1/2 ≤ α < 1. Áó-äåì ãîâîðèòü, ÷òî âåðøèíà x äåðåâà, íå ÿâëÿþùàÿñÿ ëèñòîì, α-ñáàëàíñèðîâàíà, åñëè size[[left[x]] ≤ αsize[x] è size[[right[x]] ≤
αsize[x] (left è right � ýòî óêàçàòåëè íà ëåâîãî è, ñîîòâåò-ñòâåííî, ïðàâîãî ïîòîìêà x â äâîè÷íîì äåðåâå). Äåðåâî íàçûâà-åòñÿ α-ñáàëàíñèðîâàííûì, åñëè âñå åãî âíóòðåííèå âåðøèíû α-ñáàëàíñèðîâàíû.Çàäà÷à 44. (0.02 + 0.02) (i) Ïîêàæèòå èç îïðåäåëåíèÿ,÷òî äëÿ ëþáîé âåðøèíû x 1/2-ñáàëàíñèðîâàííîãî äåðåâàâûïîëíåíî:

size[[left[x]]− size[[right[x]] ∈ {−1, 0,+1}.(ii) [Êîðìåí 1, çàäà÷à 18.3 (á)℄èëè [Êîðìåí 2,çàäà÷à17.3 (á)℄ Ïîêàæèòå, ÷òî ïîèñê ýëåìåíòà â α-ñáàëàíñèðîâàííîì äâîè÷íîì äåðåâå 
 n âåðøèíàìè âû-ïîëíÿåòñÿ çà O(log n).Â ñëåäóþùåé çàäà÷å áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî α-ñáàëàíñèðîâàííûåäåðåâüÿ ìîæíî ý��åêòèâíî äèíàìè÷åñêè áàëàíñèðîâàòü, ò. å. îñó-ùåñòâëÿòü âñòàâêó è óäàëåíèþ ìîæíî çà ó÷åòíîê âðåìÿ O(logn).Î òîì, ÷òî òàêîå ó÷åòíîå âðåìÿ òîæå íåìíîãî ãîâîðèëîñü è ðàíåå,íî ñåé÷àñ íåîáõîäèìî îáÿçàòåëüíî ïðî÷èòàòü â Êîðìåíå íà÷àëîãëàâû 18 (I) (èëè 17 (II)).Ìû ñíîâà èñïîëüçóåì ìåòîä ïîòåíöèàëîâ.Çàäà÷à Ä�22. (0.02 + 0.01 + 0.03 + 0.03). [Êîðìåí 1,çàäà÷à 18.3 (á)℄èëè [Êîðìåí 2, çàäà÷à17.3 (á)℄(i) Ïóñòü x � âåðøèíà äâîè÷íîãî äåðåâà ïîèñêà. Ïî-ñòðîéòå àëãîðèòì, èñïîëüçóþùèé âðåìÿ Θ(size[x]) è äî-ïîëíèòåëüíóþ ïàìÿòü O(size[x]), äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿïîääåðåâà ñ êîðíåì x â 1/2-ñáàëàíñèðîâàííîå äåðåâî.Äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî α > 1/2, è ïîñëå âûïîëíåííûõ ñòàí-äàðòíûì ñïîñîáîì16 îïåðàöèé óäàëåíèÿ èëè âñòàâêè, ñëåäóþ-ùèì îáðàçîì ïðîèçâîäèòñÿ áàëàíñèðîâêà: âûáèðàåòñÿ ñàìàÿ âû-ñîêàÿ âåðøèíà ðåçóëüòèðóþùåãî äåðåâà, êîòîðàÿ ïåðåñòàëà áûòü
α-ñáàëàíñèðîâàííîé è âñå åå êîðíåâîå ïîääåðåâî ïåðåñòðàèâàåòñÿâ 1/2-ñáàëàíñèðîâàííîå ïîñðåäñòâîì àëãîðèòìà èç ïóíêòà (i).Èñïîëüçóåì ìåòîä ïîòåíöèàëîâ ñ ïîòåíöèàëüíîé �óíêöèåé:

Φ(T ) = c
∑

x∈T : |∆(x)|≥2

|∆(x)|,çäåñü T � äâîè÷íîå äåðåâî ïîèñêà, à c > 0 � äîñòàòî÷íî áîëüøàÿêîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ îò α.(ii) Ïîêàæèòå, ÷òî ïîòåíöèàë 1/2-ñáàëàíñèðîâàííîãî äå-ðåâà ðàâåí íóëþ.14Îòñþäà è íàçâàíèå ñàìîé ñòðóêòóðû ïî ïåðâûì áóêâàì �àìè-ëèé àòîðîâ � ÀÂË-äåðåâî.15×òî ýòî òàêîå?16Êîíòðîëüíûé âîïðîñ: êàêèì ýòî òàêèì ñòàíäàðòíûì ñïîñîáîì?



(iii) Ñ÷èòàåì, ÷òî ðåàëüíàÿ ñòîèìîñòü [â åäèíèöàõ ïî-òåíöèàëà℄ îïèñàííîãî â ïóíêòå (i) ïðåîáðàçîâàíèÿ íå α-ñáàëàíñèðîâàííîãî ïîääåðåâà T ñ m âåðøèíàìè â 1/2-ñáàëàíñèðîâàííîå äåðåâî ðàâíàm. Êàêîé íóæíî âûáðàòüêîíñòàíòó c â çàâèñèìîñòè îò α, ÷òîáû ó÷åòíàÿ ñòîèìîñòüòàêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ T ðàâíÿëàñü O(1)?(iv) Ïîêàæèòå, ÷òî ó÷åòíàÿ ñòîèìîñòü óäàëåíèÿ èëèâñòàâêè ýëåìåíòà â α-ñáàëàíñèðîâàííîå äåðåâî ñ n âåð-øèíàìè ðàâíà O(log n).Èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è âûòåêàåò, ÷òî äëÿ α-ñáàëàíñèðîâàííûõäåðåâüåâ óäàëåíèå èëè âñòàâêà âûïîëíÿþòñÿ ý��åêòèâíî â ñìûñ-ëå ó÷åòíîé ñòîèìîñòè. Íî ìîæíî ïîñòðîèòü äðóãèå áîëåå ñëîæíûåäðåâåñíûå ñòðóêòóðû äàííûõ, â êîòîðûõ ýòè îïåðàöèè òåîðåòè÷å-ñêè âûïîëíÿþòñÿ áûñòðåå. Íàïðèìåð, â ò.í. �èáîíà÷÷èåâûõ êó÷àõ[Êîðìåí 1, ãë. 21℄ èëè [Êîðìåí 2, ãë 20℄ óäàëèòü èëè âñòà-âèòü ýëåìåíò óäàåòñÿ ñ ó÷åòíîé ñòîèìîñòüþ O(1). Íî, êàê è âñåãäà,ïëàòîé ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñëîæíàÿ îðãàíèçàöèÿ ïðîãðàììû. Â ðàíååóïîìÿíóòûõ ÀÂË-äåðåâüÿõ17 äîáàâëåíèå òðåáóåò O(1), à óäàëåíèå� O(logn) îïåðàöèé, íî â íàèõóäøåì ñëó÷àå. Â îïðåäåëåííîìñìûñëå è �èáîíà÷÷èåâû êó÷è, è ÀÂË-äåðåâüÿ âõîäÿò â òåîðìè-íèìóì ïî êðàéíåé ìåðå äëÿ �èçòåõîâ, ïðåòåíäóþùèõ íà âûñîêóþîöåíêó. Àìîðòèçàöèîííûé àíàëèç �èáîíà÷÷èåâûõ äåðåâüåâ òðåáó-åò äîñòàòî÷íî òîíêèõ àðãóìåíòîâ, è åãî ïîëåçíî ïîñìîòðåòü äëÿçàêðåïëåíèÿ èçëîæåííîãî ìàòåðèàëà.Çàäàíèå íà 10-þ íåäåëþ: 17.04�23.04. [0.15℄Ïîòîêè è ðàçðåçû. �àçäåë 10 ïðîãðàììûËèòåðàòóðà: [Êîðìåí 1℄, [Êîðìåí 2, ãë 26℄, [ÄÏÂ℄Ïîâòîðåíèå: àíàëèç ñëîæíîñòè àëãîðèòìà Qui
ksort�àññìîòðèì àëãîðèòì áûñòðîé ñîðòèðîâêè ñ êàêèì-íèáóäü äå-òåðìèíèðîâàííûì âûáîðîì �áàðüåðíîãî ýëåìåíòà�. Îáîçíà÷èì ÷å-ðåç t(An) âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà íà ìàññèâå An äëèíû n. Ïîîïðåäåëåíèþ, ñðåäíèì âðåìåíåì ðàáîòû àëãîðèòìà íàçûâàåòñÿ âå-ëè÷èíà
Et(n) = 1

n!

∑

An

t(An). (4)Íà ýòó �îðìóëó ìîæíî âçãëÿíóòü è íåìíîãî ïî-äðóãîìó. Åñëèñ÷èòàòü ðàâíîâåðîÿòíûìè âñå n! âîçìîæíûõ ñïîñîáîâ óïîðÿäî-÷åíèÿ âõîäíîãî ìàññèâà äëèíû n, òî ñðåäíåå âðåìÿ ðàáîòû àëãî-ðèòìà, çàäàííîå �îðìóëîé âûøå,� ýòî, îïÿòü ïî îïðåäåëåíèþ, ìà-òåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âðåìåíè ðàáîòû àëãîðèòìà. Îïðåäåëèìðåêóðñèâíóþ ïðîöåäóðó ñîðòèðîâêè òèïà Qui
ksort, êîòîðóþ ìûíàçîâåì Permsort ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñíà÷àëà àëãîðèòì ñëó-÷àéíûì îáðàçîì ïåðåñòàâëÿåò ýëåìåíòû òåêóùåãî ìàññèâà, ïðè-÷åì òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âñå âîçìîæíûå ïåðåñòàíîâêè áûëèðàâíîâåðîÿòíû18, à ïîòîì ñîðòèðóåò ìàññèâ, âûáèðàÿ áàðüåðíûéýëåìåíò êàêèì-òî ñòàíäàðòíûì ñïîñîáîì, íàïðèìåð, èñïîëüçóÿñàìûé ïðàâûé.Çàäà÷à 45. (2 × 0.02) (i) Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ñðåäíåãîâðåìåíè ðàáîòû àëãîðèòìà Permsort ñïðàâåäëèâî ðå-êóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå.17Êàê îáû÷íî, ðåêîìåíäóþ ïîñìîòðåòü êíèãó [Ø℄. Îíà èìååò-ñÿ â îòêðûòîì äîñòóïå íà ñàéòå www.m

me.ru, è, õîòÿ àâòîð äå-êëàðèðóåò, ÷òî îíà íàïèñàíà äëÿ øêîëüíèêîâ, íî îáúåì, ÿñíîñòüè ãëóáèíà èçëîæåííîãî â íåé ìàòåðèàëà çíà÷èòåëüíî ïðåâîñõîäèòñòàíäàðòû èçó÷åíèÿ èí�îðìàòèêè â âóçàõ.18Î òîì, ÷òî ïîä ýòèì âûðàæåíèåì ïîíèìàåòñÿ �îðìàëüíî, èêàê ðåàëèçîâàòü òàêóþ ïðîöåäóðó çà ëèíåéíîå âðåìÿ, íàïèñàíî â[Êîðìåí 2, �5.3℄.

Et(n) = Θ(n)+
1

n
(Et(0)+Et(n−1))+

1

n
(Et(1)+Et(n−2))+. . .

+
1

n
(Et(n− 2) + Et(1)) + 1

n
(Et(n− 1) + Et(0)) =

= Θ(n) +
2

n
(Et(1) + Et(1) + . . .+ Et(n− 1)). (5)Êîììåíòàðèé. (Âîçìîæíûé âàðèàíò ðåøåíèÿ.) Ñ÷èòàåì,÷òî âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà íà êîíêðåòíîì âõîäå ïðîïîðöèî-íàëüíî ÷èñëó ïðîâåäåííûõ ñðàâíåíèé19. Íóæíî ïîíÿòü, ÷òî, ïîîïðåäåëåíèþ, â (4) çàïèñàíà ñóììà ñðåäíèõ çíà÷åíèé, ò. å. ñóì-ìà ñóìì. Òåïåðü �îðìóëó (5) ìîæíî ïîëó÷èòü, èçìåíÿÿ ïîðÿäîêñóììèðîâàíèÿ.(ii) Èñïîëüçóÿ ýòó ðåêóððåíòó, ïîêàæèòå, ÷òî Et(n) =

Θ(n logn).Â ñòàíäàðòíîì àëãîðèòìå Qui
ksort ñ ðàíäîìèçàöèåé ïðè êàæ-äîì (ðåêóðñèâíîì) îáðàùåíèè áàðüåðíûé ýëåìåíò âûáèðàåòñÿ ñëó-÷àéíûì îáðàçîì, ïðè÷åì ðàâíîâåðîÿòíî. Âî âñåõ èçäàíèÿõ [Êîð-ìåí℄ ïðîâîäèòñÿ ïîäðîáíûé àíàëèç ñðåäíåãî âðåìåíè ðàáîòû àë-ãîðèòìà, íî â [Êîðìåí 1℄ îïèñàí ñïåöèàëüíûé ïðèåì, êîòîðûé èáóäåò ïðîàíàëèçèðîâàí â ñëåäóþùåé çàäà÷å.Ïåðåîïðåäåëèì âûáîð ñëó÷àéíîãî áàðüåðíîãî ýëåìåíòà ñëåäóþ-ùèì îáðàçîì Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èçíà÷àëüíî êàæäîìó ýëåìåíòóïðèïèñûâàåòñÿ ðàíã � öåëîå ÷èñëî îò 1 äî n. À âûáîð áàðüåðíî-ãî ýëåìåíòà áóäåì ïðîâîäèòü, âûáèðàÿ êàæäûé ðàç èç òåêóùåãîìàññèâà ýëåìåíò �ñ ìèíèìàëüíûì ðàíãîì�20.Ïðèâåäåì öèòàòó èç [Êîðìåí 1℄: �Ìîæíî ïðîâåðèòü
’
÷òî ýòîðàâíîñèëüíî íåçàâèñèìûì âûáîðàì ýëåìåíòîâ íà êàæäîì øàãå: íàïåðâîì øàãå êàæäûé èç ýëåìåíòîâ ìîæåò áûòü âûáðàí ñ ðàâ-íîé âåðîÿòíîñòüþ, ïîñëå òàêîãî âûáîðà â êàæäîé èç ãðóïï âñåýëåìåíòû òàêæå ðàâíîâåðîÿòíû è ò.ä.�Çàäà÷à 46. (0.02) Îáîñíóéòå ýêâèâàëåíòíîñòü îáîèõñïîñîáîâ âûáîðà, ò. å. ïðîâåðüòå êîððåêòíîñòü óòâåðæäå-íèÿ âûäåëåííîãî êóðñèâîì â öèòàòå âûøå.Èñïîëüçóÿ �ðàíãè�, ëåãêî âûâåñòè, ÷òî â àëãîðèòìå Qui
ksortýëåìåíòû, êîòîðûå ïîñëå óïîðÿäî÷åíèÿ ïîïàäàþò íà i-å è j-å ìå-ñòî, ñîîòâåòñòâåííî (i 6= j), ñðàâíèâàþòñÿ â pij = 2

|i−j|+1
-é äî-ëå ñëó÷àåâ, ÷òî ñðàçó äàåò îöåíêó äëÿ òðóäîåìêîñòè â ñðåäíåì:

∑n−1
i=1

∑n
j=i+1 pij =

∑n−1
i=1

∑n
j=i+1

2
j−i+1

= O(n logn).Çàäà÷à 47. (0.01) Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè â ëþáîé ìî-äè�èêàöèè àëãîðèòìå Qui
ksort â êà÷åñòâå áàðüåðíîãîýëåìåíòà èñïîëüçîâàòü ìåäèàíó òåêóùåãî ìàññèâà, ïðè-÷åì èñêàòü åå ïîñðåäñòâîì ñòàíäàðòíîãî ëèíåéíîãî àëãî-ðèòìà, òî åãî ñëîæíîñòü ïî íàèõóäøåìó ñëó÷àþ ñòàíåò
O(n log n). ÏîòîêèÇàäà÷à 48. (3 × 0.01 + 0.02 + 0.01) Íà ðèñóíêå èçîáðà-æåí ïîòîêîâûé ãðà� (ìåòêà f

u
íà ðåáðå îçíà÷àåò ïîòîêè ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü, ñîîòâåòñòâåííî).19Â èçäàíèÿõ [Êîðìåí℄ âûøå âòîðîãî àíàëîãè÷íûé �àêò ÿâ-íî �îðìóëèðóåòñÿ è äîêàçûâàåòñÿ äëÿ ñòàíäàðòíîãî àëãîðèòìàQui
ksort.20Òðþê ýòîò ñîâñåì íåòðèâèàëüíûé: âìåñòî òîãî, ÷òîáû êàæäûéðàç âûçûâàòü ïîäïðîãðàììó RANDOM, âû ãåíåðèðóåòå ñëó÷àéíóþïåðåñòàíîâêó è â äàëüíåéøåì èñïîëüçóåòå òîëüêî åå.
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��(i) ×åìó ðàâåí ïîòîê f?(ii) Èçîáðàçèòå îñòàòî÷íûé ãðà�, ñîîòâåòñòâóþùèéïîòîêó f .(iii) Ìàêñèìàëåí ëè ïîòîê f?Â ñëåäóþùèõ äâóõ ïóíêòàõ íóæíî ïî øàãàì ïðèìåíèòü ìåòîä21Ôîðäà-Ôàëêåðñîíà, äîâåäÿ åãî äî àëãîðèòìà. Ïðè îòñóòñòâèèàëãîðèòìà (íàïðèìåð, åñëè óâåëè÷èâàþùèå ïóòè íàõîäÿò-ñÿ ìåòîäîì �âíèìàòåëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ� ïîòîêîâîãî ãðà-�à èëè åñëè ðàçðåç ïðîñòî îòãàäûâàåòñÿ) çàäà÷à íå îöåíè-âàåòñÿ. Ýòî òðåáîâàíèå áóäåò òåì áîëåå àêòóàëüíî ïðèíàïèñàíèè òåñòîâ.Ìåòîä îñòàòî÷íûõ ãðà�îâ èç êíèã [Êîðìåí 1℄ èëè [Êîðìåí2℄ àíàëîãè÷åí îðèãèíàëüíîìó ìåòîäó ïîìåòîê Ôîðäà- Ôàëêåðñîíà,èçëîæåííîìó â èõ êíèãå(iv) Ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà Ôîðäà-Ôàëêåðñîíà ïî øà-ãàì íàéäèòå ìàêñèìàëüíûé ïîòîê. Íà êàæäîì øàãå äîë-æåí áûòü ïîñòðîåí îñòàòî÷íûé ãðà� è óêàçàí óâåëè÷è-âàþùèé ïóòü.(v) Óêàæèòå ìîäè�èêàöèþ àëãîðèòìà Ôîðäà-Ôàëêåðñîíà äëÿ íàõîæäåíèÿ ìèíèìàëüíîãî ðàçðåçà.Ïî øàãàì ïîñòðîéòå ìèíèìàëüíûé ðàçðåç ìåæäó s è t.Íàéäèòå åãî ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü.Çàäà÷à 49. (0.02 + 0.01) Â áîëüíèöå êàæäîìó èç 169ïàöèåíòîâ íóæíî ïåðåëèòü ïî îäíîé äîçå êðîâè. Â íàëè-÷èè èìååòñÿ 170 äîç. �àñïðåäåëåíèå ïî ãðóïïàì òàêîâî.�ðóïïà I II III IVÂ íàëè÷èè 45 32 38 55Çàïðîñ 42 39 38 50Ïðè ýòîì ïàöèåíòû, èìåþùèå êðîâü ãðóïïû I, ìîãóòïîëó÷àòü òîëüêî êðîâü ãðóïïû I. Ïàöèåíòû, èìåþùèåêðîâü ãðóïïû II (ãðóïïû III), ìîãóò ïîëó÷àòü òîëüêîêðîâü ãðóïï I è II (ãðóïï I è III, ñîîòâåòñòâåííî). Íàêî-íåö, ïàöèåíòû ñ IV ãðóïïîé ìîãóò ïîëó÷àòü êðîâü ëþáîéãðóïïû.(i) �àñïðåäåëèòå äîçû, ÷òîáû îáñëóæèòü ìàêñèìàëüíîå÷èñëî ïàöèåíòîâ ñ ïîìîùüþ ðåøåíèÿ ïîäõîäÿùåé çàäà-÷è î ìàêñèìàëüíîì ïîòîêå. �åøåíèå íóæíî àêêóðàòíîî�îðìèòü: äîëæíà áûòü íàðèñîâàíà ïîòîêîâàÿ ñåòü è ïî-êàçàíû âñå øàãè àëãîðèòìà ÔÔ, íà÷èíàÿ ñ íóëåâîãî ïî-òîêà, ò. å. äîëæíû áûòü ïîñòðîåíû îñòàòî÷íûå ãðà�û èïîêàçàíû óâåëè÷èâàþùèå ïóòè.(ii) Åñëè âñåõ ïàöèåíòîâ îáñëóæèòü íåëüçÿ, òî ïðèâåäè-òå ïðîñòîå îáúÿñíåíèå ýòîìó, äîñòóïíîå àäìèíèñòðàöèèáîëüíèöû.Çàäà÷à 50. (0.01) Ïîêàæèòå íà ïðèìåðå êîíêðåòíîéñåòè, ÷òî àëãîðèòì Ôîðäà-Ôàëêåðñîíà íå ÿâëÿåòñÿ ïîëè-íîìèàëüíûì.21Îòìåòèì, ÷òî âûðàæåíèå �ìåòîä� óïîòðåáëÿåòñÿ íå ñëó÷àé-íî (íåêîòîðûå ýòàïû îïèñàíû íåÿâíî èëè ïîäðàçóìåâàþòñÿ). Âûäîëæíû ñàìîñòîÿòåëüíî ïðèäóìàòü, êàê äîïîëíèòü ïðîöå-äóðó äî àëãîðèòìà.

�àññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó Ñåòü. Äàí îðèåíòèðîâàííûéãðà� G = (V, E), äóãàì êîòîðîãî ïðèïèñàíû íåîòðèöàòåëüíûå÷èñëà li ≤ ui, i ∈ E. Íóæíî ïðîâåðèòü, ìîæíî ëè ïðèïèñàòüðåáðàì ÷èñëà F = {fi, i ∈ E}, ÷òîáû â ëþáîé âåðøèíå v áû-ëà íóëåâàÿ äèâåðãåíöèÿ div F =
∑ïî âõîäÿùèì â v ðåáðàì fi−

∑ïî âûõîäÿùèì èç v ðåáðàì fj = 0 è âûïîëíÿëèñü íåðàâåíñòâà
li ≤ fi ≤ ui, i ∈ E.Çàäà÷à 51. (0.01 + 0.02) Ïîêàæèòå, êàê ìîæíî ðåøèòüçàäà÷ó Ñåòü ñ ïîìîùüþ ðåøåíèÿ ïîäõîäÿùåé çàäà÷è îìàêñèìàëüíîì ïîòîêå â ñåòè è íàîáîðîò.Çàäà÷à 52. (0.01) �àññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó. Âïîòîêîâîé ñåòè íåò îãðàíè÷åíèé ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòèíà äóãàõ, íî åñòü îãðàíè÷åíèÿ ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòèâåðøèí. Ôîðìàëüíî, äëÿ êàæäîé âåðøèíû v, îòëè÷íîéîò èñòîêà è ñòîêà, çàäàíî öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî
c(v), è äëÿ ïîòîêà â ñåòè äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ

∑

u

f(u, v) =
∑

u

f(v, u) ≤ c(v).Îïèøèòå àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà âòàêîé ñåòè.Çàäà÷à Ä�23. (0.02) Çàäàí äâóäîëüíûé íåîðèåíòèðî-âàííûé ãðà�, â êîòîðîì îáå äîëè èìåþò n âåðøèí, à ñòå-ïåíè (êîëè÷åñòâî èíöèäåíòíûõ ð¼áåð) âñåõ âåðøèí ðàâ-íû d, ò.å. îäíîðîäíûé äâóäîëüíûé ãðà� ñòåïåíè
d. Ïðèâåäèòå ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì, êîòîðûé ðàñ-êðàñèò ð¼áðà â d öâåòîâ òàê, ÷òîáû èç êàæäîé âåðøèíûèñõîäèëè ð¼áðà ðàçíûõ öâåòîâ. Îöåíèòå ñëîæíîñòü ïðåä-ëîæåííîãî àëãîðèòìà.Çàäà÷à Ä�24. (0.02) Íà âõîä çàäà÷è ïîäà¼òñÿ îðèåíòè-ðîâàííûé ãðà� G = 〈V,E〉 áåç êîíòóðîâ (îðèåíòèðîâàí-íûõ öèêëîâ). Íåîáõîäèìî ïîêðûòü åãî íàèìåíüøèì ÷èñ-ëîì ïðîñòûõ ïóòåé, ò. å. íàéòè íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâîíå ïåðåñåêàþùèõñÿ ïî âåðøèíàì ïðîñòûõ ïóòåé, ÷òîáûêàæäàÿ âåðøèíà ïðèíàäëåæàëà îäíîìó èç íèõ. Äîïóñ-êàþòñÿ ïóòè íóëåâîé äëèíû (ñîñòîÿùèå èç îäíîé âåðøè-íû). Ïðåäëîæèòå ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì.Çàäàíèå íà 11-þ íåäåëþ: 24.04�30.04. [0.15℄Ïîòîêè è ðàçðåçû. Àëãîðèòìû íà ãðà�àõ�àçäåëû 10�11 ïðîãðàììûËèòåðàòóðà: [Êîðìåí 1℄, [Êîðìåí 2, ðàçäåë 6℄, [ÄÏÂ℄Çàäà÷à 53. (0.02 + 0.01 + 0.02) Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âûïîë-íåíèÿ ïðîåêòîâ çàäàíà àöèêëè÷åñêèì îðãðà�îì G = (V,E) (åñ-ëè â îðãðà�å åñòü ðåáðî (u, v), òî ïðîåêò v íå ìîæåò íà÷àòüñÿ,ïîêà íå áóäåò âûïîëíåí ïðîåêò u). Âûïîëíåíèå ïðîåêòà v ïðè-íîñèò ïðèáûëü p(v) (îíà ìîæåò áûòü è îòðèöàòåëüíà). Òðåáóåòñÿâûáðàòü ïîäìíîæåñòâî ïðîåêòîâ, ïðèíîñÿùèõ ìàêñèìàëüíóþ ñóì-ìàðíóþ ïðèáûëü, ò.å. íàéòè òàêîå ïîäìíîæåñòâî ïðîåêòîâ M ⊆ V ,÷òî M = argmaxS⊆V {p(S)

def
=

∑

v∈S p(v)}.
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Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòó çàäà÷ó ìîæíîñâåñòè ê çàäà÷å î ìèíèìàëüíîì ðàç-ðåçå. Êîíñòðóêöèÿ. Äîïîëíÿåì ãðà�
G èñòî÷íèêîì s è ñòîêîì t, è çàäà-åì áåñêîíå÷íûå ïðîïóñêíûå ñïîñîá-íîñòè íà ðåáðàõ G. Äàëåå, äëÿ âñåõâåðøèí v ∈ V , åñëè p(v) < 0, òî çà-äàåì ðåáðî (s, v) ñ ïðîïóñêíîé ñïîñîá-íîñòüþ −p(v), à åñëè p(v) > 0, òî çà-äàåì ðåáðî (v, t) ñ ïðîïóñêíîé ñïîñîá-íîñòüþ p(v).



(i) Ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà Ôîðäà-Ôàëêåðñîíà íàéäèòåìàêñèìàëüíûé ïîòîê â ïîëó÷åííîé ñåòè. Íà÷àëüíûé ïî-òîê íóëåâîé. Ïðèâåäèòå ïîäðîáíîå îïèñàíèå: íà êàæäîìøàãå ïðîöåäóðû íà âñïîìîãàòåëüíûõ ÷åðòåæàõ èçîáðà-çèòå îñòàòî÷íûå ãðà�û è óêàæèòå óâåëè÷èâàþùèå ïóòè.(ii) Çàòåì, èñïîëüçóÿ àëãîðèòì Ôîðäà-Ôàëêåðñîíà, íàé-äèòå ìèíèìàëüíûé ðàçðåç.(iii) Îáîñíóéòå êîíñòðóêöèþ â îáùåì ñëó÷àå.Ïîèñê â ãëóáèíó è ïîèñê â øèðèíóÊîììåíòàðèé (îñîáåííî îí ïðåäíàçíà÷åí äëÿ ñòóäåí-òîâ, êîòîðûå çíàþò � èëè ñ÷èòàþò, ÷òî çíàþò, � ÷òî òà-êîå ïîèñê â øèðèíó èëè â ãëóáèíó). Çäåñü ìû èçó÷àåì êà-÷åñòâåííûå ñâîéñòâà óêàçàííûõ ïðîöåäóð, ÷òîáû ïîíÿòü êàêóþèí�îðìàöèþ î ãðà�å ìû äîïîëíèòåëüíî ïîëó÷àåì, êîãäà çàïóñ-êàåì îäèí èç ýòèõ åñòåñòâåííûõ è ñ âèäó ñîâåðøåííî áåñõèò-ðîñòíûõ îáõîäîâ âåðøèí. Â êà÷åñòâå ïðîñòåéøåãî êîíòðîëüíîãîâîïðîñà ìîæíî ñïðîñèòü, ïî÷åìó îáå ïðîöåäóðû ëèíåéíûå ïîâõîäó, ò. å. ëèíåéíûå ïî äëèíå åñòåñòâåííîé êîäèðîâêè ãðà�à:÷èñëó âåðøèí è ðåáåð. Âû äîëæíû áûòü àêêóðàòíû ñ îòâåòîì,íàïðèìåð, óæå ïîòîìó, ÷òî îáå ïðîöåäóðû ïðåäóñìàòðèâàþòâîçâðàòû, òàê ÷òî êàæäàÿ âåðøèíà èëè ðåáðî ìîæåò ïðîñìàò-ðèâàòüñÿ íå îäèí ðàç.Åñëè ñïåöèàëüíî íå îãîâîðåíî, òî ðàññìàòðèâàþòñÿ ãðà-�û áåç ïåòåëü è êðàòíûõ ðåáåð (ïðîñòûå).Çàäà÷à 54. (0.02) Ïðîâåäèòå ïîèñê â ãëóáèíó â ãðà�åíà ðèñóíêå.A B CD E FG H I
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Èñïîëüçóéòå àë-�àâèòíûé ïîðÿäîêâåðøèí. Óêàæèòåòèïû âñåõ äóã ãðà�àè âû÷èñëèòå äëÿêàæäîé âåðøèíûçíà÷åíèå �óíêöèé
d(·) è f(·).Ñîãëàñíî Òåîðåìå 23.4 èç êíèãè [Êîðìåí 1℄, ïðîöåäóðà ïîèñêàâ øèðèíó, íà÷èíàÿ ñ äàííîé âåðøèíû s, â ãðà�å22 ïðèñâàèâàåòïðîñìàòðèâàåìûì âåðøèíàì îòìåòêè, ðàâíûå êðàò÷àéøåìó ïóòè(äëèíà = ÷èñëî ðåáåð) îò s.Çàäà÷à 55. (0.02 + 0.01) (i) Äîêàæèòå èëè îïðîâåðãíè-òå, ÷òî ñëåäóþùåå óñëîâèå äàåò êðèòåðèé, êîãäà îñòîâíîåäåðåâî F ⊆ G ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì íåêîòîðîãî ïîèñêà â øè-ðèíó ñâÿçíîãî íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðà�à G.Îñòîâíîå äåðåâî T ⊆ G ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì íåêîòî-ðîãî ïîèñêà â øèðèíó ñâÿçíîãî íåîðèåíòèðîâàííîãîãðà�à G, åñëè è òîëüêî åñëè â íåì ìîæíî âûáðàòü îäíóèç âåðøèí s çà êîðåíü òàê, ÷òîáû T áûëî äåðåâîì êðàò-÷àéøèõ ïóòåé èç s â ãðà�å G. Èíûìè ñëîâàìè, ïóòüïî äåðåâó èç s â ïðîèçâîëüíóþ âåðøèíó t ñîäåðæèò íåáîëüøå ðåáåð, ÷åì êðàò÷àéøèé ïóòü ìåæäó s è t â G.Åñëè â íàñòîÿùåì âèäå êðèòåðèé íåâåðåí, òî ìîäè�è-öèðóéòå åãî äî êîððåêòíîãî.(ii) Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîëó÷åííûì â ïðåäûäóùåì ïóíêòåêðèòåðèåì óñòàíîâèòå, êàêèå èç íàðèñîâàííûõ äåðåâüåâÿâëÿþòñÿ äåðåâüÿìè ïîèñêà â øèðèíó.22Èëè â îðèåíòèðîâàííîì ãðà�å.

Ôîðìàò îòâåòà. Ïóñòü, ñêàæåì, êðèòåðèé âåðåí, òîãäà ïðè ïî-ëîæèòåëüíîì îòâåòå íóæíî óêàçàòü êîðåíü äåðåâà êðàò÷àéøèõ ïó-òåé, à ïðè îòðèöàòåëüíîì � äëÿ êàæäîãî âîçìîæíîãî âûáîðà êîð-íÿ íóæíî óêàçàòü âåðøèíó, ðàññòîÿíèå êîòîðîé äî êîðíÿ â ãðà�åìåíüøå, ÷åì ñîîòâåòñòâóþùåå ðàññòîÿíèå ïî äåðåâó.G) u u u
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�ÑâÿçíîñòüÑâÿçíîñòüþ èëè âåðøèííîé ñâÿçíîñòüþ κ(G) íåîðèåíòè-ðîâàííîãî ãðà�à G íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøååå ÷èñëî âåðøèí, óäàëå-íèå êîòîðûõ ïðåâðàùàåò ãðà� â íåñâÿçíûé èëè òðèâèàëüíûé. �å-áåðíîé ñâÿçíîñòüþ λ(G) ãðà�àG íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøååå ÷èñëîðåáåð óäàëåíèå êîòîðûõ ïðåâðàùàåò ãðà� â íåñâÿçíûé èëè òðèâè-àëüíûé.Ìàêñèìàëüíûé ïî âêëþ÷åíèþ k-(ðåáåðíî) ñâÿçíûé ïîäãðà� ãðà-�à G íàçûâàåòñÿ åãî k- êîìïîíåíòîé (ñîîòâåòñòâåííî, k-ðåáåðíîéêîìïîíåíòîé). Îáû÷íî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî k-êîìïîíåíòà èìååò íåìåíåå k + 1 âåðøèí.Çàäà÷à 56. (0.01 áàëëà) Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî G

κ(G) ≤ λ(G) ≤ δ(G) (δ(G) � ýòî ìèíèìàëüíàÿ ñòåïåíüâåðøèí G).Çàäà÷à 57. (2 × 0.02 áàëëîâ) Ïîñòðîéòå ïîëèíîìèàëü-íûé àëãîðèòì èëè ïîêàæèòå NP -ïîëíîòó ïðîâåðêè (i)
k-ñâÿçíîñòè è ïðîâåðêè (ii) k-ðåáåðíîé ñâÿçíîñòè ãðà�à(k � äâîè÷íîå ÷èñëî).Òî÷êà ðàçäåëà ñâÿçíîãî íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðà�à G � ýòîâåðøèíà, óäàëåíèå êîòîðîé äåëàåò ãðà� íåñâÿçíûì. Ìîñò � ýòîðåáðî ñ àíàëîãè÷íûì ñâîéñòâîì. Äâóñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà ñâÿç-íîãî ãðà�à ñîäåðæèò ≥ 3 âåðøèí (èëè ≥ 2 ðåáåð) è ñîñòîèò èçìàêñèìàëüíîãî íàáîðà ðåáåð, â êîòîðîì êàæäàÿ ïàðà ðåáåð ïðè-íàäëåæèò îáùåìó ïðîñòîìó (íåñàìîïåðåñåêàþùåìóñÿ) öèêëó.Çàäà÷à 58. (0.01) Äëÿ ãðà�à, èçîáðàæåííîãî íà ðèñóí-êå, óêàæèòå òî÷êè ðàçäåëà, ìîñòû è äâóñâÿçíûå êîìïî-íåíòû.
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âÿçíîñòüÇàäà÷à Ä�25. (2 × 0.02) Äàíà âûïîëíèìàÿ 2-ÊÍÔ ϕ,êàæäûé äèçúþíêò êîòîðîé ñîäåðæèò ðîâíî äâà ðàçëè÷-íûõ ëèòåðàëà (ëèòåðàë è åãî îòðèöàíèå ñ÷èòàþòñÿ ðàç-ëè÷íûìè). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ϕ 1-ìèíèìàëüíà, åñëè ê



íåé ìîæíî äîáàâèòü îäèí äèçúþíò, ñîäåðæàùèé äâà ðàç-ëè÷íûõ ëèòåðàëà òàê, ÷òîáû îíà ñòàëà íåâûïîëíèìîé.(i) Äîêàæèòå èëè îïðîâåðãíèòå, ÷òî ñëåäóþùååå óñëîâèåÿâëÿåòñÿ êðèòåðèåì 1-ìèíèìàëüíîñòè.�àññìîòðèì îðèåíòèðîâàííûé ãðà� Gϕ, â êîòîðîì ëè-òåðàëû è èõ îòðèöàíèÿ ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè, à êàæäûéäèçúþíêò ïîðîæäàåò ïàðó ðåáåð âèäà: x ∨ y ⇒ [e1 =
(¬x, y), e2 = (¬y, x)].
ϕ ÿâëÿåòñÿ 1-ìèíèìàëüíîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-ãäà â Gϕ åñòü ïóòü P , ñîåäèíÿþùèé ïðîòèâîïîëîæíûåëèòåðàëüíûå âåðøèíû, x  y, x = ¬y è èìååòñÿ ðåáðî,âåäóùåå èç âåðøèíû y â âåðøèíó z /∈ P .Åñëè â óêàçàííîì âèäå êðèòåðèé íå âåðåí, òî äîïîëíè-òå åãî äî êîððåêòíîãî.(ii) Ïîñòðîéòå äëÿ çàäà÷è ïðîâåðêè 1-ìèíèìàëüíîñòèêàê ìîæíî áîëåå áûñòðûé ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì.Ïîäñêàçêà. Ïîëåçíî âñïîìíèòü, ïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìûïðîâåðêè âûïîîëíèìîñòè 2-ÊÍÔ.Çàäà÷à Ä�26. (0.03) Ïîñòðîéòå ëèíåéíûé ïî âõîäó àë-ãîðèòì, êîòîðûé, èìåÿ íà âõîäå ãðà� G è íåêîòîðîå åãîîñòîâíîå äåðåâî T , îïðåäåëÿþò, ÿâëÿåòñÿ ëè T äåðåâîìïîèñêà-â-øèðèíó ïðè ñòàðòå ñ íåêîòîðîé âåðøèíû G.Çàäà÷à Ä�27. (2×0.01+0.02+0.01+2×0.02)Ëèíåéíûéàëãîðèòì ðàçáèåíèÿ ãðà�à íà äâóõñâÿçíûå êîìïîíåíòû(i) Ïîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâà âåðøèí, ïðèíàäëåæàùèåäâóì ðàçíûì äâóñâÿçíûì êîìïîíåíòàì, ëèáî íå ïåðå-ñåêàþòñÿ, ëèáî èìåþò åäèíñòâåííóþ îáùóþ âåðøèíó �òî÷êó ðàçäåëà.Ïîñòðîèì ïî G íîâûé ãðà� Gb, â êîòîðîì èìåþòñÿâåðøèíû äâóõ òèïîâ: va, îòâå÷àþùèå òî÷êàì ðàçäåëà G,è vb, îòâå÷àþùèå äâóñâÿçíûì êîìïîíåíòàì G. �åáðà Gbñîåäèíÿþò êàæäóþ âåðøèíó vb ñî âñåìè âåðøèíàìè va,ïîïàäàþùèìè â äâóñâÿçíóþ êîìïîíåíòó, îòâå÷àþùóþ vb.(ii) Ïîêàæèòå, ÷òî Gb � äåðåâî, è ïîñòðîéòå ñîîòâåòñòâó-þùåå äåðåâî äëÿ G èç çàäà÷è� 62.Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî òî÷êè ðàçäåëà ìîæíî íàõîäèòü ïî äåðåâó ïî-èñêà â ãëóáèíó. Çàòåì, îïÿòü èñïîëüçóÿ ïîèñê â ãëóáèíó, ìîæíîîïðåäåëèòü âñå äâóñâÿçíûå êîìïîíåíòû, ò. å. äâóñâÿçíûå êîìïî-íåíòû ìîæíî íàõîäèòü çà ëèíåéíîå âðåìÿ. Ìû îãðàíè÷èìñÿ òîëüêîàëãîðèòìîì âûäåëåíèÿ òî÷åê ðàçäåëà ãðà�à.(iii) Äîêàæèòå, ÷òî êîðåíü äåðåâà ïîèñêà â ãëóáèíó ÿâ-ëÿåòñÿ òî÷êîé ðàçäåëà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ó íåãîáîëüøå îäíîãî ïîòîìêà.(iv) Ïîñòðîéòå êîíòðïðèìåð ê ñëåäóþùåìó óòâåðæäå-íèþ èç êíèãè [Êîðìåí 1, çàäà÷à � 23-2 (á)℄: îòëè÷-íàÿ îò êîðíÿ âåðøèíà v äåðåâà ïîèñêà â ãëóáèíó ÿâëÿ-åòñÿ òî÷êîé ðàçäåëà, åñëè è òîëüêî åñëè â äåðåâå ïîèñêàâ ãëóáèíó íå ñóùåñòâóåò îáðàòíîãî ðåáðà îò ïîòîìêà v(âêëþ÷àÿ ñàìó v) äî ñîáñòâåííîãî ïðåäêà v (ò. å. îòëè÷-íîãî îò ñàìîé v).(v) [Êîðìåí 1, óïð. 23-2(â)℄.Îïðåäåëèì �óíêöèþ low(v) = min[d(v), d(w), åñëè äëÿ íåêîòî-ðîãî ïîòîìêà u âåðøèíû v â G åñòü îáðàòíîå ðåáðî (u, w)].Ïîêàæèòå, êàê âû÷èñëèòü low(·) çà âðåìÿ O(|E|) [íà-ïðèìåð, ìîäè�èöèðóÿ ïîèñê â ãëóáèíó℄.(vi) Ïîêàæèòå, êàê â ëèíåéíîå âðåìÿ âû÷èñëèòü âñå äâó-ñâÿçíûå êîìïîíåíòû ãðà�à2323Ïîäñêàçêà. Ñíà÷àëà, èñïîëüçóÿ ðåøåíèå ïðåäûäóùèõ çàäà÷,

Çàäàíèå íà 12-þ íåäåëþ: 1.05�7.05. [0.15℄Àëãîðèòìû íà ãðà�àõ II�àçäåëû 10�11 ïðîãðàììûËèòåðàòóðà: [Êîðìåí 1℄, [Êîðìåí 2℄, [ÄÏÂ℄, [ÀÕÓ℄Aëãîðèòìû íà ãðà�àõ II
k-ñâÿçíîñòü ãðà�îâÊðàòêèé êîíñïåêòÂ ýòîì êîíñïåêòå ñ�îðìóëèðîâàíû óòâåðæäåíèÿ, êîòîðûå âïðèíöèïå ìîæíî äîêàçàòü, èñïîëüçóÿ ïîòîêè â ñåòÿõ.Ñíà÷àëà ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî íåîðèåíòèðîâàííûåãðà�û.Âåðøèííîé (ñîîòâåòñòâåííî, ðåáåðíîé) ñâÿçíîñòüþ κ(G) (ñîîò-âåòñòâåííî, ðåáåðíîé λ(G)) íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøåå ÷èñëî âåðøèí(ðåáåð), óäàëåíèå êîòîðûõ ïðèâîäèò ê íåñâÿçíîìó èëè òðèâèàëü-íîìó ãðà�ó. .Â ïðåäûäóùåì çàäàíèè ìû óñòàíîâèëè íåðàâåíñòâî κ(G) ≤

λ(G) ≤ δ(G) (δ(G) � ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíü âåðøèí ãðà�à G).�ðà� G íàçûâàåòñÿ âåðøèííî n-ñâÿçíûì èëè ïðîñòî n-ñâÿçíûì(ñîîòâåòñòâåííî, ðåáåðíîíî n-ñâÿçíûì), åñëè κ(G) ≥ n (λ(G) ≥
n). Íåòðèâèàëüíûé ãðà� 1-ñâÿçåí, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíñâÿçåí, è 2-ñâÿçåí, åñëè è òîëüêî åñëè â íåì áîëåå îäíîãî ðåáðàè îí íå èìååò òî÷åê ñî÷ëåíåíèÿ. Íàïðèìåð, ïîëíûé ãðà� K2 íåÿâëÿåòñÿ 2-ñâÿçíûì.Ïîïðîáóéòå â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ äîêàçàòü, ÷òî ãðà� äâóñâÿ-çåí, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â íåì ëþáûå äâå âåðøèíû ïðèíàä-ëåæÿò ïðîñòîìó öèêëó.Òåîðåìû ÌåíãåðàÏóñòü u è v � äâå ðàçëè÷íûå âåðøèíû ñâÿçíîãî ãðà�à G.Äâå ïðîñòûå öåïè, ñîåäèíÿþùèå u è v, íàçûâàþòñÿ âåðøèííî-íåïåðåñåêàþùèìèñÿ, åñëè ó íèõ íåò îáùèõ âåðøèí, îòëè÷íûõ îò
u è v è ðåáåðíî-íåïåðåñåêàþùèìèñÿ, åñëè ó íèõ íåò îáùèõ ðåáåð.Ìíîæåñòâî S âåðøèí, ðåáåð èëè âåðøèí è ðåáåð ðàçäåëÿåò u è v,åñëè u è v ïðèíàäëåæÿò ðàçëè÷íûì ðàçëè÷íûì êîìïîíåíòàì ãðà-�à G \ S.Òåîðåìà 1 (Êàðë Ìåíãåð (1927)) Íàèìåíüøåå ÷èñëî âåðøèí,ðàçäåëÿþùèõ âåðøèíû u è v, ðàâíî íàèáîëüøåèó ÷èñëó íåïåðåñå-êàþùèõñÿ ïðîñòûõ u�v öåïåé.Òåîðåìà 2 (Ôîðä�Ôàëêåðñîí, Ýëàéåñ�Ôàéíøòåéí�Øåííîí)Äëÿ ëþáûõ äâóõ âåðøèí ãðà�à íàèáîëüøåå ÷èñëî ðåáåðíî-íåïåðåñåêàþùèõñÿ öåïåé, ñîåäèíÿþùòõ èõ, ðàâíî íàèìåíüøåìó÷èñëó ðåáåð, ðàçäåëÿþùèõ ýòè âåðøèíû.Òåîðåìà 3 (Õàññëåð Óèòíè) �ðà� n-ñâÿçåí òîãäà è òîëüêîòîãäà, êîãäà ëþáàÿ ïàðà åãî âåðøèí ñîåäèíåíà íå ìåíåå, ÷åì nâåðøèííî-íåïåñåêàþùèìèñÿ ïóòÿìè.Òåîðåìà 4 �ðà� ðåáåðíî n-ñâÿçåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-ãäà ëþáàÿ ïàðà åãî âåðøèí ñîåäèíåíà íå ìåíåå, ÷åì n ðåáåðíî-íåïåñåêàþùèìèñÿ ïóòÿìè.Òåîðåìà 5 Íàèáîëüøåå ÷èñëî íåïåðåñåêàþùèõñÿ öåïåé, ñîåäèíÿ-þùèõ äâà íåïóñòûõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ âåðøèí V1 è V2, ðàâíîíàèìåíüøåìó ÷èñëó âåðøèí, ðàçäåëÿþùèõ V1 è V2.Íàçîâåì ëèíèåé ìàòðèöû ëþáóþ åå ñòðîêó èëè ñòîëáåö. Ïóñòü
M � {0, 1}-ìàòðèöà. Íàáîð åäèíè÷íûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû íàçû-âàåòñÿ íåçàâèñèìûì, åñëè íèêàêàÿ ïàðà íå ëåæèò â îáùåé ëèíèè.Òåîðåìà 6 Â ëþáîé áèíàðíîé ìàòðèöå íàèáîëüøåå ÷èñëî íåçà-âèñèìûõ åäèíè÷íûõ ýëåìåíòîâ ðàâíî íàèìåíüøåìó ÷èñëó ëèíèé,ïîåêðûâàþùèõ âñå åäèíèöû.ïîêàæèòå, êàê ñ ïîìîùüþ ïîèñêà â ãëóáèíó èäåíòè�èöèðîâàòü âñåòî÷êè ðàçäåëà çà ëèíåéíîå âðåìÿ. Ýòîò �àêò è ñâîéñòâà �óíêöèè
low(·) ïîçâîëÿþò íàõîäèòü äâóñâÿçíûå êîìïîíåíòû ïðè ïîèñêå âãëóáèíó, íàïðèìåð, èñïîëüçóÿ äîïîëíèòåëüíûé ñòåê. Ìîæíî òàê-æå íàõîäèòü äâóñâÿçíûå êîìïîíåíòû äðóãèì ñïîñîáîì, âûäåëÿÿìîñòû ãðà�à (ñì. [Êîðìåí I, óïð. 23-2(ä)�(ç)℄).



Êðàò÷àéøèå ïóòè è ñâÿçûâàþùèå ñåòèÇàäà÷à 59. (2 × 0.01) Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå îñòîâíîåäåðåâî âçâåøåííîãî ãðà�à G, èçîáðàæåííîãî íà ðèñóíêå,ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìîâ Ïðèìà è Êðàñêàëà. (Èçîáðàçèòåãðà�û, ïîëó÷åííûå íà òðåõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ èòåðàöè-ÿõ àëãîðèòìîâ.)1 2 34 5 67 8 9
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10 204030 5020 10303010 203010 50Çàäà÷à 60. (2 × 0.02 + 0.03) Êîììóíèêàöèîííàÿ ñåòü ÿâ-ëÿåòñÿ îðèåíòèðîâàííûì ãðà�îì, ïðè÷åì êàæäîìó ðåáðó (êàíàëóñâÿçè) (u, v) ïðèïèñàíî ÷èñëî r(u, v)� �íàäåæíîñòü ñîåäèíåíèÿ�,ãäå 0 ≤ r(u, v) ≤ 1, òàê ÷òî 1 − r(u, v) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàêâåðîÿòíîñòü ðàçðûâà ñîåäèíåíèÿ ïðè ïåðåäà÷å. Â ïåðâîì ïðèáëè-æåíèè ñ÷èòàåì, ÷òî �âåðîÿòíîñòè� r(u, v) íåçàâèñèìûå, è òàêèì îá-ðàçîì, íàäåæíîñòü ïåðåäà÷è ñîîáùåíèÿ ïî ïóòè v1, . . . , vk ðàâíà
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0.03 0.50.50.12 0.50.06 0.120.12
0.50.5 0.110.060.5 0.03(i) Ïîñòðîéòå ý��åêòèâíûé àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ íàè-ìåíåå íàäåæíîãî ïóòè â ñåòè ìåæäó âåðøèíàìè s è t èóêàæèòå êëàññ ñåòåé, â êîòîðûõ àëãîðèòì áóäåò ý��åê-òèâíûì.(ii) Ïðîâåäèòå âû÷èñëåíèÿ ïî âàøåìó àëãîðèòìó äëÿ ñå-òè, èçîáðàæåííîé íà ðèñóíêå.(iii) Ïîñòðîéòå íàèìåíåå íàäåæíóþ ñåòü, ïîçâîëÿþùóþïåðåäàâàòü ñîîáùåíèÿ èç âåðøèíû s â ëþáóþ äðóãóþâåðøèíó ãðà�à, ñîäåðæàùóþ ìèíèìàëüíîå ÷èñëî äóã.Ïîä íàäåæíîñòüþ ñåòè ïîíèìàåòñÿ ïðîèçâåäåíèå íà-äåæíîñòåé âñåõ âõîäÿùèõ â íåå äóã.Âåðøèíû îðèåíòèðîâàííîãî ãðèä-ãðà�à ðàñïîëîæåíû â öåëûõòî÷êàõ ïëîñêîñòè: V (G) = {(i, j), i = 0, . . . ,m, j = 0, . . . , n}, àäóãè ñîåäèíÿþò ñîñåäíèå òî÷êè: E(G) = {[(i, j) → (i + 1, j)], i =

0, . . . ,m − 1, j = 0, . . . , n èëè [(i, j) → (i, j + 1)], i = 0, . . . ,m, j =

0, . . . , n− 1}, ïðè÷åì äóãàì G ïðèïèñàíû öåëî÷èñëåííûå âåñà. �àñ-ñìîòðèì çàäà÷ó ïîèñêà ýêñòðåìàëüíîãî (ñàìîãî �òÿæåëîãî� èëè ñà-ìîãî �ëåãêîãî�) ïóòè ìåæäó âåðøèíàìè (0, 0) è (m,n) (ïî îïðåäåëå-íèþ, âåñ ïóòè ðàâåí ñóììå âåñîâ âõîäÿùèõ â íåãî ðåáåð). Â òàêîì

âèäå � ýòî òèïè÷íàÿ çàäà÷à òàê íàçûâàåìîãî �äèíàìè÷åñêîãî ïðî-ãðàììèðîâàíèÿ�, îïèñàííàÿ âî ìíîãèõ èñòî÷íèêàõ. Äëÿ íåå ëåãêîïðèäóìàòü îïòèìàëüíûé O(mn)-àëãîðèòìÇàäà÷à 61. (2 × 0.01) (i) Ïîñòðîéòå O(mn)-àëãîðèòìïîèñêà ýêñòðåìàëüíîãî ïóòè.(ii) Ïîêàæèòå, ÷òî âàø àëãîðèòì îïòèìàëüíûé ïî ñëîæ-íîñòè, ïîñêîëüêó ëþáîé àëãîðèòì, ðåøàþùèé çàäà÷ó,îáÿçàí ïðî÷èòàòü âõîä (òàáëèöó âåñîâ, ðàçìåð êîòîðîéðàâåí mn). Èíà÷å ãîâîðÿ, íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî îòâåò ñóùåñòâåí-íî çàâèñèò îò êàæäîãî âõîäíîãî ïàðàìåòðà.Çàäà÷à Ä�28. (0.3) (Ýòî çàäà÷à � Ä13 èç ìåòîäè÷-êè.) Ïóñòü òåïåðü âåñà âñåõ ãîðèçîíòàëüíûõ äóã [(i, j) →
(i + 1, j)] çàâèñÿò òîëüêî îò j, à âåñà âñåõ âåðòèêàëüíûõäóã [(i, j) → (i, j + 1)] çàâèñÿò òîëüêî îò i. Òàêèì îáðà-çîì, âåñà ïîëíîñòüþ çàäàíû, åñëè óêàçàíû n �ãîðèçîí-òàëüíûõ� âåñîâ uj è m �âåðòèêàëüíûõ� âåñîâ vi, è äëèíàâõîäà ðàâíà â ýòîì ñëó÷àå O(m + n).Ïîñòðîéòå îïòèìàëüíûé ëèíåéíûé O(m+n)-àëãîðèòìâû÷èñëåíèÿ ýêñòðåìàëüíûõ ïóòåé äëÿ ýòîãî êëàññà ãðèä-ãðà�îâ. Ñòðóêòóðû UNION-FINDÀìîðòèçàöèîííûé àíàëèçÄëÿ ý��åêòèâíîé ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà Êðàñêàëà íóæíî íà-ó÷èòüñÿ ý��åêòèâíî îáðàáàòûâàòü íåïåðåñåêàþùèåñÿ ìíîæåñòâà.Äëÿ ýòîãî áûë ïðèäóìàí ñïåöèàëüíûé àëãîðèòì, êîòîðûé ïðèîïðîñå íà îäíîé ðå�åðåíòíîì ïðî�åññèîíàëüíîì ñàéòå ñ áîëüøèìîòðûâîì áûë ïðèçíàí íàèáîëåå âûäàþùèìñÿ (ýòî, âèäèìî, äîñòà-òî÷íûé ïîâîä, ÷òîáû ñ íèì îçíàêîìèòüñÿ).Ìû õîòèì ðåàëèçîâàòü ñëåäóþùèå îïåðàöèè íàä ìíîæåñòâàìè.
• MAKESET(x) � ñîçäàòü ìíîæåñòâî ñ åäèíñòâåííûì ýëåìåí-òîì x;
• UNION(x, y) � çàìåíèòü ìíîæåñòâà ñ èìåíàìè x è y èõ îáú-åäèíåíèåì
• FIND(x) � âîçâðàòèòü èìÿ ìíîæåñòâà, ñîäåðæàùåãî ýëåìåíò

x;
• LINK(x, y) � (x è y � êîðíè) ïåðåâåñèòü óêàçàòåëü êîð-íÿ x íà êîðåíü y; â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ UNION(x, y) =

LINK(FIND(x), (FIND(y)).Ìîæíî äåéñòâîâàòü ñîâñåì áåñõèòðîñòíî è ñ÷èòàòü, ÷òî ìíîæå-ñòâà � ýòî, íàïðèìåð, ñâÿçíûå ñïèñêè, èìåþùèå ñïåöèàëüíûé óêà-çàòåëü íà èìÿ ìíîæåñòâà. Òîãäà, ãðóáî ãîâîðÿ, ïîèñê, îáúåäè-íåíèå è ïð. ïðîïîðöèîíàëåí (ñóììàðíîìó) ðàçìåðó ó÷àñòâóþùèõâ îïåðàöèè ìíîæåñòâ. Ïîíÿòíî, ÷òî ýòî ìîæåò áûòü âåñüìà ìåä-ëåííûì. Ïîïðîáóåì äåéñòâîâàòü ÷óòü ïîõèòðåå (è çàìå÷ó, âïîëíåïðàêòè÷åñêè ðàçóìíî. Äëÿ ýòîãî ââåäåì ñïåöèàëüíóþ õàðàêòåðè-ñòèêó ìíîæåñòâà: åãî ðàçìåð è áóäåì ïðè îáúåäèíåíèè ïðèñâàèâàòüì�åíüøåìó ìíîæåñòâó èìÿ á�îëüøåãî.Âíèìàíèå! Ïðè ðåøåíèè ñëåäóþùåé çàäà÷è âû äîëæ-íû óòî÷íèòü äåòàëè è îïèñàòü êîíêðåòíóþ ñòðóêòóðó äàí-íûõ è àëãîðèòì, ðåàëèçóþùèé ýòî ïðåäëîæåíèå! Ïðåä-ïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå ìíîæåñòâà ÿâëÿþòñÿ ïîäìíîæåñòâàìè
{1, . . . , n} è íàä íèìè ïðîâîäÿòñÿ òîëüêî îïåðàöèè UNION-FIND, ïðè÷åì îáúåäèíÿþòñÿ òîëüêî íåïåðåñåêàþùèåñÿìíîæåñòâà.Çàäà÷à 62. (0.03) Ïîñòðîéòå àëãîðèòì, êîòîðûé âûïîë-íÿåò (k ≤ n− 1) îïåðàöèé UNION è m îïåðàöèé FINDè èìååò òðóäîåìêîñòü O(max(m,n logn)).Åñëè m = O(n logn), òî ïîñòðîåííûé â ïðåäûäóùåé çàäà÷å àëãî-ðèòì ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ïî òðóäîåìêîñòè, íî, åñëè m = O(n),òî ïðîöåäóðó ìîæíî óñêîðèòü è ïðåäëîæèòü àëãîðèòì, âûïîëíÿþ-ùóþ O(n) îïåðàöèé UNION-FIND çà ïî÷òè ëèíåéíîå âðåìÿ. Äëÿ



ýòîãî âìåñòî ñâÿçíîãî ñïèñêà íóæíî ïðåäñòàâëÿòü ìíîæåñòâà ëå-ñîì êîðíåâûõ (îðèåíòèðîâàííûìè) äåðåâüåâ, ðåáðà êîòîðûõ (óêà-çàòåëè â âåðøèíàõ) íàïðàâëåíû ê ïðåäêó. Êîðåíü îòîæäåñòâëÿåò-ñÿ ñ èìåíåì ìíîæåñòâà è åãî óêàçàòåëü çàìêíóò íà ñåáÿ. Áóäåìñ÷èòàòü, ÷òî òðóäîåìêîñòü îïåðàöèè FIND ðàâíà ÷èñëó ïðîñìîò-ðåííûõ â äåðåâå ýëåìåíòîâ, ò. å. íå ïðåâûøàåò âûñîòû äåðåâà, àñëîæíîñòü UNION ðàâíà ñëîæíîñòè äâóõ îïåðàöèé FIND. Åñëèòåïåðü èñïîëüçîâàòü èçëîæåííûé âûøå ïðèåì è ïðè îáúåäèíåíèèïåðåìåùàòü óêàçàòåëü êîðíÿ â äåðåâå ì�åíüøåé âûñîòû íà êîðåíüäåðåâà á�îëüøåé âûñîòû, òî ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò(îïÿòü â ñèëå îñòàåòñÿ òðåáîâàíèå �îðìàëüíîãî îïèñàíèÿ ñòðóêòó-ðû äàííûõ, àëãîðèòìà è îöåíêè åãî òðóäîåìêîñòè)Çàäà÷à Ä�29. (0.03) Ïîñòðîéòå àëãîðèòì, êîòîðûé âû-ïîëíÿåò O(n) îïåðàöèé UNION è FIND è èìååò òðóäî-åìêîñòü O(n log n).Âàæíî ïîíÿòü, ÷òî ïðåäûäóùèé ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí ïîòî-ìó, ÷òî íàì óäàëîñü ïîääåðæèâàòü ñòðóêòóðó äàííûõ, â êîòî-ðîé ïðåäñòàâëÿþùèå ìíîæåñòâà äåðåâüÿ èìåþò ìàëåíüêóþ âûñîòó.Ñàì ïðèåì îáúåäèíåíèÿ äåðåâüâ ïî âûñîòå, íàçûâàòñÿ àëãîðèòìîìÎÁÚÅÄÈÍÅÍÈß ÏÎ �ÀÍ�Ó, è, êàê ìû âèäèì, îí è ïðàêòè-÷åí, è äîñòàòî÷íî ý��åêòèâåí. Íî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè äîïîë-íèòü åãî åùå îäíîé ïðîöåäóðîé, íàçûâàåìîé ÑÆÀÒÈÅ ÏÓÒÅÉ,òî ìû ïîëó÷èì äëÿ òîé æå çàäà÷è åùå áîëåå áûñòðûé, ïî÷òè ëè-íåéíûé àëãîðèòì, êîòîðûé è âîçãëàâëÿåò ñïèñîê �Àëãîðèòìîâ èçÊÍÈ�È�. Íà ñàìîì äåëå, òàêàÿ âûñîêàÿ îöåíêà, âèäèìî, äàåòñÿ íåòîëüêî çà ýëåãàíòíîñòü ïðîöåäóðû, íî è çà î÷åíü èíòåðåñíûé ìåòîäîöåíêè òðóäîåìêîñòè. Íå�îðìàëüíî, ïåðâàÿ ïðîöåäóðà �ïðèâåøè-âàåò� áîëåå íèçêèå äåðåâüÿ ñ ìåíüøåé âûñîòîé (=ðàíãîì) ê áîëååâûñîêèì, à âòîðàÿ,� ïðè ïîèñêåå ëþáîãî ýëåìåíòà äåðåâà ñðàçóïåðåâåøèâàåò åãî óêàçàòåëü íà êîðåíü, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå.
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=⇒

a ab b d
d 
Ôîðìàëüíîå îïèñàíèå ñëåäóþùåå.pro
edure MAKESET(x)p(x):=xrank(x):=0endfun
tion FIND(x)if x íå ðàâíî p(x) thenp(x):=FIND(p(x))Âûïîëíÿåì ñæàòèå ïóòåé, ò. å. íàïðàâëÿåì íàêîðåíü óêàçàòåëè âñåõ ýëåìåíòîâ â ïóòè îò êîðíÿ äî xreturn(p(x))endfun
tion LINK(x,y)if rank(x))>rank(y) then îáìåíÿòü x è y ìåñòàìèif rank(x)=rank(y) then rank(y):=rank(y)+1p(x):=yreturn(y)endpro
edure UNION(x,y)LINK(FIND(x),FIND(y))end

Çàìåòèì, ÷òî êàæäàÿ îïåðàöèÿ FIND èëè UNION äëÿ ìíî-æåñòâ èç n ýëåìåíòîâ ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ çà âðåìÿ O(logn), Íîíèæå, èñïîëüçóÿ, êàê â ñâîå âðåìÿ áûëî îáåùàíî, àìîðòè-çàöèîííûé àíàëèç, ìû ïîêàæåì, ÷òî âûïîëíåíèå m îïåðàöèéFIND èëè UNION òðåáóåò íå áîëåå O((m+n) log∗ n) îïåðàöèé. Àíà ñàìîì äåëå, è åùå ìåíüøå: âìåñòî log∗ n ìîæíî ïîñòàâèòü îá-ðàòíóþ ê �óíêöèè Àêêåðìàíà, ðîñò êîòîðîé ñîâåðøåííî íè÷òîæåíäàæå ïî ñðàâíåíèþ ñ log∗ n.Èçó÷èì ñâîéñòâà ðàíãà.
• ïî îïðåäåëåíèþ, åñëè v 6= p(v), òî rank(p(v)) > rank(v);
• ïî îïðåäåëåíèþ, åñëè p(v) èçìåíÿåòñÿ, òî rank(p(v)) óâåëè÷è-âàåòñÿ.Çàäà÷à 63. (3×0.01) (i) Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî ýëåìåíòîâðàíãà k íå ïðåâûøàåò n

2k
.(ii) Äîêàæèòå. ÷òî ÷èñëî ýëåìåíòîâ ðàíãà ≥ k íå ïðåâû-øàåò n

2k−1 .(iii) Äîêàæèòå, ÷òî ðàíã ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà íå ïðå-âûøàåò logn.Òåïåðü èñïîëüçóåì àìîðòèçàöèîííûé àíàëèç, è áóäåì îöåíèâàòüòðóäîåìêîñòü íå îäíîé, à ñðàçóm îïåðàöèé FIND èëèUNION. Ïî-ñêîëüêó, êàê ìû óæå ãîâîðèëè, ïîñëåäíÿÿ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç LINKè äâå îïåðàöèè FIND, òî äîñòàòî÷íî îöåíèòü ñëîæíîñòü 2m îïå-ðàöèé FIND (LINK, òðåáóåò O(1) îïåðàöèé).Íî ñíà÷àëà íóæíî ïîíÿòü, â ÷åì îñíîâíàÿ òðóäíîñòü. Äåëîâ òîì. ÷òî FIND � ðåêóðñèâíàÿ ïðîöåäóðà. Êðîìå òîãî, è ýòîâûãëÿäèò íå òîëüêî óãðîæàþùèì, íî è ñîâåðøåííî áåçíàäåæ-íûì, íàì íóæíî îöåíèòü òðóäîåìêîñòü ïðîöåäóðû, â êîòîðîéòåêóùèé ëåñ, ïðåäñòàâëÿþùèé ñèñòåìó íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíî-æåñòâ, èçìåíÿåòñÿ ñ êàæäîé îïåðàöèåé (è òåì ñàìûì èçìå-íÿêòñÿ òðóäîåìêîñòü êîíêðåòíûõ ïîèñêîâ è îáúåäèíåíèé).Íèæå áóäåò ïðèâåäåí íàáðîñîê îöåíêè. Åãî íóæíî ïðîäóìàòü,èáî îí íåòðèâèàëüíûé è ñîäåðæèò òîíêèå ìåñòà. �ðóáî ãîâîðÿ, ìûïðèìåíèì õèòðûé áóõãàëòåðñêèé òðþê: ìû ðàçäåëèì àëãîðèòì íàýòàïû, ÷åðåç êîòîðûå äîëæíà ïðîõîäèòü ëþáàÿ îïåðàöèÿ, è áóäåìîöåíèâàòü òðóäîåìêîñòü êàæäîãî ýòàïà ñðàçó äëÿ âñåõ m îïåðàöèé.Ïîñêîëüêó ðå÷ü èäåò î òîì, ÷òî íóæíî îöåíèòü ñëîæíîñòü ïîñëåäî-âàòåëüíîñòè îïåðàöèé FIND, ò. å. äëèíó ïóòåé â ñîîòâåòñòâóþùèõäåðåâüÿõ, òî ýòàïû çàêëþ÷àþòñÿ â ðàçäåëåíèè âñåãî âîçìîæíîãîäèàïàçîíà âûñîò äåðåâüåâ íà ÷àñòè è ïîäñ÷åò îïåðàöèé â êàæäîé÷àñòè.Ôîðìàëüíàÿ êîíñòðóêöèÿ. �àíã ýëåìåíòà íå ìåíÿåòñÿ, êàê òîëü-êî îí ïåðåñòàåò áûòü êîðíåâûì. �àçäåëèì âñå íåêîðíåâûå ýëåìåíòûíà ãðóïïû ïî âåëè÷èíå èõ ðàíãà r, ïðè÷åì îòíåñåì â ãðóïïó i âñåýëåìåíòû, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî ðàâåíñòâî log∗ r = i, ò. å. â i-þãðóïïó ïîïàäóò ýëåìåíòû ñ ðàíãàìè èç ïîëóèíòåðâàëà (2i−1, 22
i−1

].Íèæå áóäåì èñïîëüçîâàòü ñîêðàùåíèå k = 2i−1.Çàäà÷à Ä�30. (2 × 0.01) (i) Ïîêàæèòå. ÷òî ÷èñëî ðàç-ëè÷íûõ ãðóïï íå ïðåâûøàåò log∗ n.(ii) ×èñëî ýëåìåíòîâ â i-é ãðóïïå íå ïðåâûøàåò n
F (i) .Òåïåðü èñïîëüçóåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ, ïóñòü Σ = {σi, i =

1 . . . ,m}, ãäå σi � ýòî i-é îïåðàòîð FIND ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Σäëèíû m. σi èíäóöèðóåò ïóòü Li â ñîîòâåñòâóþùåì òåêóùåì äåðå-âå îò íàéäåííîãî ýëåìåíòà äî êîðíÿ. Ôîðìóëà íèæå îáñëóæèâàåòñðàçó âåëèêîå ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé FIND,è, ÷òî âûãëÿäèò ñîâåðøåííî íåïðàâäîïîëîáíûì,� åå óäàåòñÿ ïðî-àíàëèçèðîâàòü. Èòàê, ïîäñ÷èòàåì äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
Σ ñëåäóþùóþ âåëè÷èíó (çíàê �→�íàä ñóììîé, ãîâîðèò î òîì, ÷òîâåëè÷èíû çàâèñÿò îò ïîðÿäêà îïåðàòîðîâ, êîòîðûå èçìåíÿþò äåðå-âüÿ â ïðîöåññå ïîèñêà).

→∑

σi∈Σ
[ ÷èñëî òàêèõ (u ∈ Li) ∧ (u, p(u)) èç îäíîé ãðóïïû ]+

→∑

σi∈Σ
[ ÷èñëî òàêèõ (u ∈ Li) ∧ (u, p(u)) èç ðàçíûõ ãðóïïèëè u � êîðåíü].



Ïîÿñíåíèå. Ïîíèìàòü ýòî âûðàæåíèå ìîæíî ñëåäóþùèì îáðà-çîì. Äàâàéòå ìûñëåííî ïîêðàñèì êàæäûé îïåðàòîð FIND è âñå ðå-êóðñèâíûå âûçîâû (ïóòü ïî äåðåâó ê êîðíþ), êîòîðûå îí ïîðîæäà-åò, ñâîèì öâåòîì, òàê ÷òî ìîæíî ãîâîðèòü î òðàåêòîðèè. Êîíå÷íî,äîñòàòî÷íî, ñêàæåì, èçìåíèòü ïåðâûé îïåðàòîð â ïîñëåäîâàòåëü-íîñòè è âñÿ êàðòèíêà (è òðàåêòîðèè), âîçìîæíî, èçìåíèòñÿ. Òåìíå ìåíåå, êàæäàÿ òðàåêòîðèÿ ïåðåñåêàåò ãðàíèöû ãðóïï (÷èñëî òà-êèõ ðåáåð-ïîéíòåðîâ ïîäñ÷èòûâàåòñÿ âî âòîðîé ñóììå) è, êðîìåòîãî, ïîñêîëüêó, ïî ïîñòðîåíèþ, ïðè ñæàòèè ïóòåé ðàíãè ðîäèòå-ëåé ìîíîòîííî âîçðàñòàþò ïî êðàéíåé ìåðåå íà åäèíèöó, òî ëþáîéýëåìåíò èç i-é ãðóïïû ìîæåò áûòü ïîäâåðãíóò ïðîöåäóðå ñæàòèÿïóòåé íå áîëåå F (i)−F (i−1) ðàç, ïðåæäå ÷åì îí ïîëó÷èò ðîäèòåëÿèç ñëåäóþùåé ãðóïïû (è òîãäà òðóäîåìêîñòü ïðîñìîòðà ýëåìåíòîâáóäåò ó÷èòûâàòüñÿ âî âòîðîé ñóììå).Âòîðàÿ ñóììà îöåíèâàåòñÿ êàê O(m log∗ n) ïðîñòî ïîòîìó.÷òî ÷èñëî ãðóïï (óðîâíåé) ïî ïîñòðîåíèþ O(log∗ n), à ìûïîäñ÷èòûâàåì,�ñîáûòèÿ�, êîãäà ðåáðà-ïîéíòåðû ïåðåñåêà-þò ãðàíèöû ãðóïï. À ïåðâóþ ñóììó ìîæíî îöåíèòü ñëåäóþùèìîáðàçîì. ×èñëî îïåðàöèé, êîòîðûì ìîæåò ïîäâåðãàòüñÿ îòäåëüíûéýëåìåíò âíóòðè ãðóïïû ïî ïîðÿäêó ðàâåí åãî ðàíãó
∑ïî âñåì ãðóïïàì[÷èñëî ýëåìåíòîâ â ãðóïïå]×

[ìàêñèìàëüíûé ðàíã ýëåìåíòîâ ãðóïïû] ≤
log∗ n
∑

k=1

n

F (k)
F (k) ≤ n log∗ n,îòêóäà ïîëó÷àåì òðåáóåìóþ òðóäîåìêîñòü O((m + n) log∗ n).Çàäàíèå íà 13-þ íåäåëþ: 8.05�14.05. [0.1℄Âåðîÿòíîñòíûé àëãîðèòìû�àçäåëû 12 ïðîãðàììûËèòåðàòóðà: [Êîðìåí 2, �5 è äîïîëíåíèå C℄[Êîðìåí 1, �6 ℄, [GL℄, [ÄÏÂ ℄, [Ê-Ô℄, [Ê-Ø-Â℄Êðàòêèé êîíñïåêòÂ ýòîì çàäàíèè ìû ðàññìîòðèì ïðîöåäóðû, èñïîëüçóþ-ùèå ðàíäîìèçàöèþ. Íî ìû íå áóäåì äåëàòü íèêàêèõ àïðè-îðíûõ ïðåäïîëîæåíèé î âõîäíîì ðàñïðåäåëåíèè,Ìû óæå îáñóæäàëè êàê ìèíèìóì òðè ïîäîáíûå ïðîöåäóðû(áûñòðóþ ñîðòèðîâêó, ïîèñê ìåäèàíû è ïðîâåðêó ïðîñòîòû), èñ-ïîëüçóþùèå áðîñàíèå ìîíåòêè (âåðîÿòíîñòíûé àëãîðèòì) è ïåðåé-äåì òåïåðü ê èõ �îðìàëüíîìó îïèñàíèþ. Ê ñîæàëåíèþ, èç-çà íåäî-ñòàòêà âðåìåíè ìû óñïååì òîëüêî îçíàêîìèòüñÿ ñ îïðåäåëåíèÿìè èðåøèòü íåñêîëüêî çàäà÷. Íî ìîæíî áåç ïðåóâåëè÷åíèÿ ñêàçàòü, ÷òîâåðîÿòíîñòíûå ïîäõîäû ê àëãîðèòìàì ÿâëÿþòñÿ ñòåðæíåì ìíîãèõñîâðåìåííûõ èññëåäîâàíèé24 . Ïðåäñòàâèòü áåç íèõ ìèð àëãîðèò-ìîâ ñîâåðøåííî íåâîçìîæíî, òàê ÷òî âñåì çàèíòåðåñîâàíûì ëèöàìáóäåò íåëèøíå ïðîäîëæèòü èçó÷åíèå ýòîãî ïîäõîäà ñàìîñòîÿòåëü-íî.È îñíîâíîé ëîçóíã, ïîä êîòîðûì î�îðìëåíî ýòî çàäàíèå çâó÷èòòàê.Ê âîçìîæíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ ñëó÷àéíûõ áèòîâ íóæíî îò-íîñèòüñÿ êàê ê äîïîëíèòåëüíîìó âû÷èñëèòåëüíîìó ðåñóðñó, ïîç-âîëÿþùåìó èíîãäà ñóùåñòâåííî ïîíèçèòü òðóäîåìêîñòü è êîí-öåïòóàëüíî óïðîñòèòü ïðîöåäóðó.Îñíîâíûì èñòî÷íèêîì òàêèõ âîçìîæíîñòåé ÿâëÿåòñÿ (ãèïîòå-òè÷åñêàÿ) âîçìîæíîñòü àëãîðèòìè÷åñêîãî ïîðîæäåíèÿ �ñëó÷àéíûõîáúåêòîâ� â êîíêðåòíûõ �óíèâåðñóìàõ�, òàê ñêàçàòü, �ïñåâäîñëó-÷àéíûå ãåíåðàòîðû�. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ïðîñòåéøèå âàðèàí-òû: �îðëÿíêó�, âûáîð ñëó÷àéíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà íà îòðåçêå

[1, N ], âûáîð ñëó÷àéíîãî ðåáðà â ãðà�å, âûáîð ñëó÷àéíîé ïëîñêî-ñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò è ò.ä. Ïðàêòè÷åñêè ýòîðóòèííûå ïðîãðàììèñòñêèå îïåðàöèè, èñïîëüçóåìûå ÷àñòî ðå�ëåê-òîðíî. Õîòÿ äàæå íà ïðàêòè÷åñêîì óðîâíå ñåðüåçíî îáñóæäàþòñÿâîïðîñû î êà÷åñòâå ýòèõ ãåíåðàòîðîâ.Â ñîîòâåòñòâèå ñ èäåîëîãèåé íàøåãî êóðñà, â èäåàëå, â êàæäîìñëó÷àå, êîãäà íàì íóæíî ïîðîäèòü �ñëó÷àéíûé îáúåêò�, ìû äîëæ-íû óêàçûâàòü êîíêðåòíóþ ïðîöåäóðó ïîðîæäåíèÿ, óìåòü ïðîâå-ðÿòü (äîêàçûâàòü), ÷òî îíà äåéñòâèòåëüíî ïîðîæäàåò íóæíûå îáú-åêòû, è óìåòü îöåíèâàòü åå òðóäîåìêîñòü. Õî÷ó îòìåòèòü, ÷òî ýòè24Äîñòàòî÷íî ïîñìîòðåòü íà èçìåíåíèÿ, âíåñåííûõ âî 2-å èçäà-íèå Êîðìåíà.

âîïðîñû äîñòàòî÷íî òîíêèå è, áîëåå òîãî, ìíîãèå èç íèõ ïîêà íåèìåþò óäîâëåòâîðèòåëüíûõ îòâåòîâ.Âåðîÿòíîñòíàÿ Ìàøèíà Òüþðèíãà (ÂÌÒ) ïðåäñòàâëÿåò èç ñå-áÿ îáû÷íóþ ÌÒ, êîòîðîé â íåêîòîðûõ ñîñòîÿíèÿ ðàçðåøåíî ñîâåð-øàòü ïåðåõîäû â çàâèñèìîñòè îò áðîñàíèÿ ìîíåòû. Â îòëè÷èè îòíåäåòåðìèíèðîâàííîé ÌÒ ëåãêî ïðåäñòàâèòü ñåáå ïðàêòè÷åñêóþðåàëèçàöèþ òàêîé êîíñòðóêöèè. Áîëåå òîãî, êàê óòâåðæäàþò íåêî-òîðûå àïîëîãåòû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, èíûõ óñòðîéñòâ â ïðèðîäåïðîñòî íå ñóùåñòâóåò. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èñïîëüçóþòñÿ ñòàíäàðò-íûå ìîíåòêè äëÿ èãðû â îðëÿíêó25, òàê ÷òî êàæäîå âû÷èñëåíèåÂÌÒ íà âõîäå x ïîëíîñòüþ îïðåäåëåíî, åñëè ñ÷èòàòü (ïî àíàëîãèèñ îïðåäåëåíèåì êëàññà NP), ÷òî îäíîâðåìåííî ñ x íà âõîä äåòåð-ìèíèðîâàííîé ÌÒ ïîäàåòñÿ (âîîáùå ãîâîðÿ, áåñêîíå÷íîå) {0, 1}-ñëîâî.Êàê îïðåäåëèòü, ÷òî ñëîâî èëè ÿçûê ïðèíèìàåòñÿ ÂÌÒ?Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì ÂÌÒ ëþáîå âû÷èñëåíèå èìååòíåêîòîðóþ âåðîÿòíîñòü.Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ÿçûê L ⊂ Σ∗ ïðèíèìàåòñÿ ÂÌÒ M â ÑËÀ-ÁÎÌ ñìûñëå [ïî ñòàíäàðòó ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎ℄, åñëè äëÿ ëþáîãîñëîâà x ∈ Σ∗ âåðîÿòíîñòü ïîëó÷åíèÿ îøèáî÷íîãî îòâåòà íà âîïðîñ:(x ∈ L?) íå ïðåâîñõîäèò 1
3
. Èíà÷å ãîâîðÿ, åñëè x ∈ L, òî M ñ âå-ðîÿòíîñòüþ, íå ìåíüøåé 2

3
Ï�ÈÍÈÌÀÅÒ x; à åñëè x /∈ L, òî M ñâåðîÿòíîñòüþ, íå ìåíüøåé 2
3
ÎÒÂÅ��ÀÅÒ x.Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ÿçûê L ⊂ Σ∗ ïðèíèìàåòñÿ ÂÌÒM â ÑÈËÜ-ÍÎÌ ñìûñëå [ïî ñòàíäàðòó ËÀÑ-ÂÅ�ÀÑ℄, åñëè îíà äàåò ñ âåðî-ÿòíîñòüþ 1 ïðàâèëüíûé îòâåò äëÿ ëþáîãî ñëîâà x ∈ Σ∗. Ýòî,â ÷àñòíîñòè, îçíà÷àåò, ÷òî M íå ìîæåò çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâïðèíÿòü êàêîå-íèáóäü ñëîâî x /∈ L.ßçûêè, ïðèíèìàåìûå ÂÌÒ â ÑËÀÁÎÌ ñìûñëå çà ïîëèíîìèàëü-íîå â ñðåäíåì ÷èñëî øàãîâ, îáðàçóþò êëàññ BPP.ßçûêè, ïðèíèìàåìûå ÂÌÒ â ÑÈËÜÍÎÌ ñìûñëå çà ïîëèíîìè-àëüíîå â ñðåäíåì ÷èñëî øàãîâ, îáðàçóþò êëàññ ZPP.Íàêîíåö, ÿçûêè, äëÿ êîòîðûõ óäàåòñÿ ïîñòðîèòü ÂÌÒ, êîòîðàÿçà ïîëèíîìèàëüíîå â ñðåäíåì ÷èñëî øàãîâ ïðèíèìàåò êàæäîå ñëîâîèç ÿçûêà ñ âåðîÿòíîñòüþ ≥ 1

2
è îòâåðãàåò ëþáîå ñëîâî, íå âõîäÿùååâ ÿçûê, îáðàçóþò ïðîìåæóòî÷íûé êëàññ RP.Ïî ïîñòðîåíèþ, êëàññû BPP è ZPP çàìêíóòû îòíîñèòåëüíî äî-ïîëíåíèÿ è BPP ⊇ RP ⊇ ZPP ⊇ P. Â îñíîâíîì, ìû áóäåì èçó-÷àòü BPP. �åêîìåíäóþ ïî÷èòàòü êíèãó Êóçþðèíà è Ôîìèíà (ãë.4�5, �6.2) èëè êíèãó �Êëàññè÷åñêèå è êâàíòîâûå âû÷èñëåíèÿ�. Â ïî-ñëåäíåé, â ðàçäåëàõ 1.3-1.4 äàíî îïðåäåëåíèå êëàññà BPP, ïðèâå-äåí âåðîÿòíîñòíûé òåñò ïðîñòîòû Ìèëëåðà-�àáèíà, ïîêàçàíî, ÷òî

BPP ⊂ Σp
1 ∩Π

p
1 (ò.å. ïðèíàäåæèò âòîðîìó ýòàæó ò.í. ïîëèíîìèàëü-íîé èåðàðõèè). Â ðàçäåëå 12.2 ïîñòðîåíà âåðîÿòíîñòíàÿ ïîëèíî-ìèàëüíàÿ ñâîäèìîñòü (÷òî áû ýòî çíà÷èëî?) âû÷èñëåíèÿ äèñêðåò-íîãî ëîãàðè�ìà (à ýòî, ÷òî òàêîå?) ê çàäà÷å ðàçëîæåíèÿ ÷èñëàíà ìíîæèòåëè (çàäà÷å �àêòîðèçàöèè). Êðîìå òîãî, ñàìè êâàíòî-âûå âû÷èñëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ àíàëîãîì âåðîÿòíîñòíûõ âû÷èñëåíèé ñîñïåöèàëüíî îïðåäåëåííûì ïðàâèëîì âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòè. Ïðèýòîì, îäíàêî, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî êâàíòîâûå êîìïüþòåðû ïîçâîëÿþòðåøàòü, íàïðèìåð, çàäà÷ó �àêòîðèçàöèè çà ïîëèíîìèàëüíîå âðå-ìÿ. Êàê èçâåñòíî, íèêòî ïîêà íå çíàåò, åñòü ëè ïîëèíîìèàëüíûé(äåòåðìèíèðîâàííûé èëè âåðîÿòíîñòíûé) êëàññè÷åñêèé àëãîðèòìäëÿ ýòîé çàäà÷è. Êðîìå òîãî, íèêòî ïîêà íå óìååò ðåøàòü íà êâàí-òîâîì êîìïüþòåðå êàêóþ-íèáóäü NP -ïîëíóþ çàäà÷ó çà ïîëèíîìè-àëüíîå âðåìÿ.Çàäà÷à 64. (0.01 + 0.01) Ïîêàæèòå, ÷òî êëàññ BPP íåèçìåíèòñÿ, åñëè(i) êîíñòàíòó ñòàíäàðòà Ìîíòå-Êàðëî 1

3 çàìåíèòü íà ëþ-áîå ÷èñëî, ñòðîãî ìåíüøåå 1
2 , à(ii) ïîëèíîìèàëüíîå â ñðåäíåì ÷èñëî øàãîâ çàìå-íèòü íà ïîëèíîìèàëüíîå ÷èñëî øàãîâ.25Ìîíåòêè ó êîòîðûõ, ñêàæåì, âåðîÿòíîñòü âûïàäåíèÿ ãåðáà ÿâ-ëÿåòñÿ êàêèì-íèáóäü íåâû÷èñëèìûì ÷èñëîì, â ïðèíöèïå ìîæíîèñïîëüçîâàòü, äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ íåâû÷èñëèìûõ ÿçûêîâ.



Ïîñëåäíÿÿ çàäà÷à ïîçâîëÿåò äàòü îïðåäåëåíèå êëàññà BPP ïîàíàëîãèè ñ êëàññîì NP.Ïðåäèêàò L ïðèíàäëåæèò êëàññó BPP, åñëè ñóùåñòâóþò òà-êèå ïîëèíîì q(·) è ïðåäèêàò R(·, ·) ∈ P, ÷òî
L(x) = 1 =⇒ äîëÿ ñëîâ r äëèíû q(|x|), äëÿ êîòîðûõâûïîëíåíî R(x, r), áîëüøå 2/3;
L(x) = 0 =⇒ äîëÿ ñëîâ r äëèíû q(|x|), äëÿ êîòîðûõâûïîëíåíî R(x, r), ìåíüøå 1/3.Èíà÷å ãîâîðÿ, íà âõîä íåäåòåðìèíèðîâàííîé ÌÒ ïîäàåòñÿ ñëîâî-âõîä x è ñëîâî-ïîäñêàçêà r, è x ïðèíèìàåòñÿ, åñëè è òîëüêî åñëèïðè íåêîòîðîé (íå ñëèøêîì äëèííîé) ïîäñêàçêå ïðèíèìàåòñÿ ïà-ðà (x, r). Ñîîòâåòñòâåííî, ÂÌÒ ÷èòàåò ñëîâî-âõîä x, à ðîëü ñëîâà-ïîäñêàçêè r âûïîëíÿþò ðåçóëüòàòû áðîñàíèÿ ìîíåòêè â ïðîöåññåâû÷èñëåíèÿ, ïðè÷åì ñëîâî x ïðèíàäëåæèò ÿçûêó, åñëè ïàðû (x, r)ïðèíèìàþòñÿ äëÿ �èêñèðîâàííîé äîëè C1 ïîäñêàçîê (áðîñàíèéìîíåòû) è îòâåðãàåòñÿ, åñëè ÷èñëî äîïóñòèìûõ ïàð (x, r) ìåíüøåíåêîòîðîé �èêñèðîâàíîé äîëè C2. Ïî îïðåäåëåíèþ, êîíñòàíòû C1è C2 äîëæíû èìåòü �çàçîð� C1−C2 > ε. Åñëè ïîñëåäíåå òðåáîâàíèåîïóñòèòü (ò. å. ïîëîæèòü C1 = C2 = 1

2
), òî âû÷èñëèòåëüíûå âîç-ìîæíîñòè ÂÌÒ íåèçìåðèìî âîçðàñòàþò, à êëàññ ðàñïîçíàâàåìûõíà òàêèõ ÂÌÒ ÿçûêîâ íàçûâàåòñÿ PP. Â ÷àñòíîñòè, NP ⊆ PP.Ïðîâåðêà (ïîëèíîìèàëüíûõ) òîæäåñòâ ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç íà-ãëÿäíûõ è óáåäèòåëüíûõ ïðèìåðîâ íåòðèâèàëüíîãî èñïîëüçîâàíèÿâåðîÿòíîñòíûõ àëãîðèòìîâ. Â îñíîâå ïîäõîäà ëåæèò ò. í. ËåììàØâàðöà- Çèïïåëÿ26.Ïóñòü f(x1, . . . , xn), íå ðàâíûé òîæäåñòâåííî íóëþ ïî-ëèíîì ñòåïåíè íå âûøå k ïî êàæäîé ïåðåìåííîé27 , èïóñòü ïðèíèìàþùèå öåëûå çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

ξ1, . . . , ξn íåçàâèñèìî è ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû íà îòðåç-êå [0, N − 1].Òîãäà Prob{f(ξ1, . . . , ξn) = 0} ≤ kn
N
.Ýòî óòâåðæäåíèå ìû îáñóäèì íà ëåêöèè, è íà ýòó òåìó áóäóòçàäà÷è êàê â áëèæàéøèõ êîíòðîëüíûõ, òàê è â �èíàëüíîì òåñòå.Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû ïðîâîäèòñÿ èíäóêöèåé ïî ÷èñëó ïå-ðåìåííûõ n. Óòâåðæäåíèå âåðíî ïðè n = 1, ïîñêîëüêó íåòðèâè-àëüíûé ïîëèíîì ñòåïåíè k èìååò íå áîëåå k êîðíåé. Ïðè n > 1ðàçëîæèì f ïî ïåðåìåííîé x1: f = f0 + f1x1 + . . . + ftxt

1, ãäåïîëèíîìû f0, . . . , ft íå çàâèñÿò îò x1, à ft íå ðàâåí íóëþ òîæ-äåñòâåííî. Òîãäà ïî �îðìóëå ïîëíîé âåðîÿòíîñòè Prob{f = 0} =
Prob{f = 0 | ft = 0}Prob{ft = 0} + Prob{f = 0 | ft 6= 0}Prob{ft 6=
0} ≤ Prob{ft = 0}+Prob{f = 0 | ft 6= 0}. Ïåðâûé ÷ëåí îöåíèâàåò-ñÿ ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ, à âòîðîé � íå áîëüøå, ÷åì
k
N
, ïîñêîëüêó íà êàæäîì îòðåçêå [(0, ξ2, . . . , ξn), (N−1, ξ2, . . . , ξn)]ïîëèíîì f = f0 + f1x1 + . . . + ftxt

1 ñ íåíóëåâûì ñòàðøèì êîý�-�èöèåíòîì ft ìîæåò èìåòü íå áîëåå t ≤ k êîðíåé, òàê ÷òî
Prob{f = 0} ≤ k(n−1)

N
+ k

N
.Çàäà÷à 65. (4×0.01) Ïðîâåðüòå ìàòðè÷íîå ðàâåíñòâî C = AB,ãäå A,B, C� n×n ìàòðèöû, èìåþùèå öåëî÷èñëåííûå ýëåìåíòû, íåïðåâûøàþùèå ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå h, èñïîëüçóÿ ðàíäîìèçà-öèþ.Ïóñòü x� ñëó÷àéíûé n-ìåðíûé âåêòîð, êîìïîíåíòû êîòîðî-ãî íåçàâèñèìûå öåëûå ÷èñëà, ðàâíîìåðíî âûáðàííûå èç èíòåð-âàëà [0, 1, . . . , N − 1]. Ïðîâåðêà ðàâåíñòâà ñîñòîèò â âû÷èñëåíèè

A(Bx) = Cx: åñëè ýòî ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî, òî âû ïðåäïîëàãà-åòå, ÷òî èñõîäíîå ðàâåíñòâî âåðíîå, èíà÷å âû ñèãíàëèçèðóåòå îáîøèáêå. Çàìåòèì, ÷òî êàæäóþ òàêóþ ïðîâåðêó ìîæíî âûïîëíèòüçà O(n2) îïåðàöèé íàä O(log(nh2))-ðàçðÿäíûìè ÷èñëàìè, à ëþáîéñèãíàë îá îøèáêå ãîâîðèò î òîì, ÷òî èñõîäíîå ðàâåíñòâî íåâåðíîå.26Ñìûñë ëåììû â òîì, ÷òî åñëè ïîëèíîì íå ðàâåí íóëþ òîæäå-ñòâåííî, òî îí íå ìîæåò ñëèøêîì ÷àñòî îáðàùàòüñÿ â íóëü, íàïðè-ìåð, â òî÷êàõ öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêè. Ýòî óòâåðæäåíèå èçâåñòíîêàê S
hwartz-Zippel Lemma. Íà ñàìîì äåëå, Øâàðöó, âèäèìî, ïðè-íàäëåæèò âåðîÿòíîñòíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ, ïîñêîëüêó ñàì �àêò äàâ-íî èçâåñòåí (ñì., íàïðèìåð, ãëàâó �Ñðàâíåíèÿ� â êíèãå Áîðåâè÷à èØà�àðåâè÷à �Òåîðèÿ ÷èñåë�), íî åìó íå ïðèäàâàëè âåðîÿòíîñòíîéèíòåðïðåòàöèè.27Ëåììà îñòàåòñÿ âåðíîé, åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî k � ýòî ñóììàðíàÿñòåïåíü ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè ïðîâåðêà ïðîøëà óñïåøíî, òî âîçìîæíî,÷òî èñõîäíîå ðàâåíñòâî íåâåðíîå, íî ìû íåóäà÷íî ïîäîáðàëè òåñòî-âûé âåêòîð x.(i) Êàêèì íóæíî âûáðàòü N , ÷òîáû âåðîÿòíîñòü îøèá-êè âàøåé ïðîöåäóðû áûëà ìåíüøå çàäàííîé âåðîÿòíîñòè
p?(ii) Òîò æå âîïðîñ, åñëè ðàçðåøàåòñÿ ïðîâîäèòüíåñêîëüêî íåçàâèñèìûõ ïðîâåðîê, à ìèíèìèçèðîâàòüíóæíî îáùóþ áèòîâóþ ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèé.(iii) Ñðàâíèòå áèòîâóþ ñëîæíîñòü âåðîÿòíîñòíûõ ïðî-öåäóð ñ ñòàíäàðòíûì äåòåðìèíèðîâàííûì àëãîðèòìîìïåðåìíîæåíèÿ ìàòðèö äëÿ n = 10000;h = 215; p = 0.001(iv) Äëÿ äàëüíåéøåé ýêîíîìèè âû ðåøèëè èñïîëü-çîâàòü ïðîâåðêó (A(Bx)x) = (Cx)x èëè ïðîâåðêó
(A(Bx)y) = (Cx)y, ãäå n-âåêòîð y âûáèðàåòñÿ íåçàâè-ñèìî îò x è èìååò òå æå õàðàêòåðèñòèêè. Êàê èçìåíèòñÿäëÿ ýòèõ ñëó÷àåâ N?ßçûê 2-ÂÛÏÎËÍÈÌÎÑÒÜ ñîñòîèò èç âûïîëíèìûõ ÊÍÔ, â êî-òîðûõ êàæäûé äèçúþíêò ñîäåðæèò íå áîëåå äâóõ ëèòåðàëîâ. Âûçíàåòå, ÷òî çàäà÷ó ìîæíî ðåøàòü çà ëèíåéíîå âðåìÿ, èñïîëüçóÿëèíåéíûé àëãîðèòì âûäåëåíèÿ ñèëüíî ñâÿçíûõ êîìïîíåíò â îðãðà-�àõ (îá ýòîì ìû ãîâîðèëè íà ïîñëåäíåé ëåêöèè). Â ýòîé çàäà÷å ìûïîñòðîèì áûñòðûé âåðîÿòíîñòíûé àëãîðèòì äëÿ ïðîâåðêè âûïîë-íèìîñòè 2-ÊÍÔ. Ïóñòü 2-ÊÍÔ èìååò n ëèòåðàëîâ èm äèçúþíêòîâ.Àëãîðèòì ñëó÷àéíîãî ïîèñêà äëÿ ÿçûêà 2-ÊÍÔ. Ñíà÷àëàâñåì ïåðåìåííûì ïðèñâàèâàåòñÿ çíà÷åíèå TRUE. Íà êàæäîé èòå-ðàöèè, ïîêà �îðìóëà íåâûïîëíèìà, áåðåòñÿ ïðîèçâîëüíûé íåâû-ïîëíåííûé äèçúþíêò, â íåì ðàâíîâåðîÿòíî âûáèðàåòñÿ ïðîèçâîëü-íûé ëèòåðàë è åãî ëîãè÷åñêîå çíà÷åíèå îáðàùàåòñÿ. Ýòîò ïðîöåññíàïîìèíàåò ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå è â ïðèíöèïå ìîæåò ïðîäîë-æàòüñÿ áåñêîíå÷íî (íàïðèìåð, åñëè âçÿòü íåâûïîëíèìóþ ÊÍÔ).Îäíàêî äëÿ âûïîëíèìîé 2-ÊÍÔ ìîæíî ïîëó÷èòü ïîëèíîìèàëü-íûå îöåíêè ñðåäíåãî ÷èñëà èòåðàöèé. Äåëî â òîì, ÷òî ÷èñëî îò-ëè÷èé ìåæäó òåêóùèì íàáîðîì ëîãè÷åñêèõ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõè èõ çíà÷åíèÿìè â íåêîòîðîì ïðîèçâîëüíîì (íî �èêñèðîâàííîì)âûïîëíÿþùåì íàáîðå (ñóùåñòâóþùåì ïî ïðåäïîëîæåíèþ) èçìåíÿ-åòñÿ íà êàæäîé èòåðàöèè ñ âåðîÿòíîñòüþ 1

2
íà 1. Òàêèì îáðàçîì,íàø àëãîðèòì ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ñëó÷àéíîå áëóæäàíèåíà îòðåçêå [0,1,. . . ,n℄.Çàäà÷à 66. (0.04 + 0.01) (i) Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ âûïîë-íèìîé 2-ÊÍÔ ñðåäíåå ÷èñëî èòåðàöèé àëãîðèòìà (ìàòå-ìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ÷èñëà èòåðàöèé) ðàâíî O(n2).(ii) Ïóñòü ïóíêò (i) ñïðàâåäëèâ (à áîëüøå íè÷åãî î ÿçû-êå 2-ÊÍÔ íåèçâåñòíî). Â êàêîé èç âåðîÿòíîñòíûõ êëàñ-ñîâ, îïðåäåëåííûõ âûøå, ïîïàäàåò òîãäà ÿçûê 2-ÊÍÔ?Çàäà÷à î ìèíèìàëüíîì ðàçðåçå â íåîðèåíòèðîâàííîì ãðà�å G =

(V, E) çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ðàçáèòü âåðøèíû ãðà�à íà äâàäèçúþíêòíûõ ïîäìíîæåñòâà (S, S̄), S 6= V, S 6= ∅ òàê, ÷òîáû ìèíè-ìèçèðîâàòü ÷èñëî ðåáåð ñ êîíöàìè â ðàçíûõ äîëÿõ. Êîíå÷íî, äëÿåå ðåøåíèÿ ìîæíî ïðèìåíèòü ïîòîêîâûé àëãîðèòì, íî ìû ðàññìîò-ðèì ïðîñòóþ âåðîÿòíîñòíóþ ïðîöåäóðó. Ïðè ýòîì îñíîâíîé áóäåòîïåðàöèÿ ñòÿãèâàíèÿ ðåáðà (êðàòíûå ðåáðà îñòàþòñÿ, à ïåòëè óäà-ëÿþòñÿ). �ðà�, ïîëó÷åííûé ñòÿãèâàíèåì ðåáðà (x, y) ∈ E, îáîçíà-÷èì G/(x, y). Ïåðâîíà÷àëüíàÿ èäåÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì: ïðèñòÿãèâàíèè ðåáåð âåëè÷èíà ìèíèìàëüíîãî ðàçðåçà íå óáûâàåò (ïî-êà â ãðà�å îñòàåòñÿ íå ìåíåå äâóõ âåðøèí), òàê ÷òî åñëè ñòÿíóòüâñå ðåáðà {e1, . . . , ep}, íå âõîäÿùèå â ìèíèìàëüíûé ðàçðåç, òî îñòà-íåòñÿ ïàðà âåðøèí, ñîåäèíåííàÿ k ðåáðàìè, ãäå k � âåëè÷èíà ìè-íèìàëüíîãî ðàçðåçà â G. Îñòàåòñÿ ïîíÿòü, êàê ÷àñòî ðåàëèçóåòñÿïîäîáíàÿ ñèòóàöèÿ, åñëè ðåáðà ñòÿãèâàþòñÿ ñëó÷àéíî.



Çàäà÷à 67. (2 × 0.02 + 0.01) (i) Ïîêàæèòå, ÷òî âåðîÿò-íîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíî âûáðàííîå ðåáðî â ãðà�å âõîäèòâ ìèíèìàëüíûé ðàçðåç íå ïðåâûøàåò 2
|V | .Èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è âûòåêàåò ñëåäóþùèé âåðîÿòíîñòíûé àë-ãîðèòì îïðåäåëåíèÿ ìèíèìàëüíîãî ðàçðåçà:MINCUT [G(V, E), |V | = n]

G0 ← G; i← 0;while |V (Gi)| > 2 doÂ Gi âûáèðàåì ñëó÷àéíîå ðåáðî ei (ñ ðàâíîìåðíûì ðàñïðåäåëå-íèåì íà ðåáðàõ Gi).
Gi+1 ← G/ei; i← i+ 1;end whileÊîììåíòàðèé. Íà âûõîäå èç öèêëà ïîëó÷àåì (ìóëüòè)ãðà� G̃,èìåþùèé äâå âåðøèíû, ñîåäèíåííûå ðåáðàìè, èíîãäà îòâå÷àþùè-ìè ðàçðåçó â èñõîäíîì ãðà�å.return �àçðåç â èñõîäíîì ãðà�å G, îòâå÷àþùèé ðàçðåçó â G̃.Âðåìû ðàáîòû àëãîðèòìà O(n2).(ii) Ïîêàæèòå ÷òî MINCUT âûäàåò ìèíèìàëüíûé ðàçðåçñ âåðîÿòíîñòüþ ≥ 2

n(n−1) .(iii) Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè íåçàâèñèìî ïîâòîðèòü ïðîöåäó-ðó MINCUT n2 ðàç, òî ìèíèìàëüíûé ðàçðåç áóäåò íàéäåíñ âåðîÿòíîñòüþ > 0.85.Â ñëåäóþùåé çàäà÷å ìû ïîêàæåì, ÷òî åñëè ïðèâëå÷ü äîïîë-íèòåëüíûå ñîîáðàæåíèÿ, òî ìîæíî ïîíèçèòü òðóäîåìêîñòü äî
O(n2 logO(1) n). Ïðè ýòîì àëãîðèòì ñòîëü æå ïðîñò è äîïóñêàåòïàðàëëåëèçàöèþ.Îïèñàííàÿ âûøå ïðîöåäóðà ïîèñêà ìèíèìàëüíîãî ðàçðåçà ïî-ñëåäîâàòåëüíî âûáèðàåò ñëó÷àéíûå ðåáðà è ñòÿãèâàåò èõ êîíöûäî òåõ ïîð, ïîêà â ãðà�å íå îñòàíóòñÿ äâå âåðøèíû, ñîåäèíåííûå(êðàòíûìè) ðåáðàìè. Åñëè ïðè âûáîðå ñëó÷àéíûõ ðåáåð ìû íè ðà-çó íå âûáèðàëè ðåáðà ðàçðåçà, òî ìû ïîëó÷àåì îòâåò. Âûøå ìûïîêàçàëè, ÷òî âåðîÿòíîñòü íà i-ì øàãå âûáðàòü ðåáðî, âõîäÿùåå âðàçðåç, ðàâíà pi = 2

n−i
, îòñþäà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî çà i øàãîâíå áóäåò âûáðàíî íè îäíî ðåáðî, âõîäÿùåå â ìèíèìàëüíûé ðàçðåç(ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âûáðàííûå ðåáðà íå çàäåâàþò ðàçðåç),ðàâíà Pi = (1 − p1)(1 − p2) . . . (1 − pi). Ìû õîòèì óñêîðèòü àëãî-ðèòì. Çàìåòèì, ÷òî ÷åì áîëüøå ðåáåð ìû ñòÿãèâàåì, òåì áîëüøåâåðîÿòíîñòü, ÷òî ñëåäóþùåå âûáðàííîå ðåáðî çàäåíåò ìèíèìàëü-íûé ðàçðåç. Ïîýòîìó íîâàÿ èäåÿ, êîòîðóþ ìû õîòèì èññëåäîâàòü,çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ñòÿãèâàòü ðåáðà äî êàêîãî-òî ïîðîãà, ïî-êà âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â ðàçðåç åùå äîñòàòî÷íî ìàëà, à äàëüøåèñïîëüçîâàòü ðåêóðñèþ. Èç �îðìóëû äëÿ Pi âèäíî, ÷òî åñëè ñòÿ-íóòü n/2 ñëó÷àéíûõ ðåáåð, òî îíè ñ âåðîÿòíîñòüþ ≥ 1

4
íå çàäåíóòìèíèìàëüíûé ðàçðåç.Áëîê-ñõåìà íîâîãî àëãîðèòìà ïðèâåäåíà íèæå. Ïðîöåäóðà èñ-ïîëüçóåò ïîäïðîãðàììó ÑÒß�ÈÂÀÍÈÅ (G, k), êîòîðàÿ ñòÿãèâà-åò ðåáðà äî òåõ ïîð ïîêà ÷èñëî âåðøèí íå óìåíüøèòñÿ íèæå ïîðîãà

k (ïðè ñòÿãèâàíèè ïðîèçâîëüíîãî ðåáðà ÷èñëî âåðøèí óìåíüøàåòñÿíà åäèíèöó).ÑÒß�ÈÂÀÍÈÅ (G, k)for i := n downto kÂ G âûáèðàåì ñëó÷àéíîå ðåáðî e(ñ ðàâíîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåìíà ðåáðàõ).
G← G/eendforreturn GÌÈÍ-�ÀÇ�ÅÇ (G)if â G áîëüøå âîñüìè âåðøèí thenÏîâòîðèòü 4 ðàçà ïðîöåäóðó

X1 ← ÌÈÍ-�ÀÇ�ÅÇ [ÑÒß�ÈÂÀÍÈÅ (G, n
2
)℄;

X2 ← ÌÈÍ-�ÀÇ�ÅÇ [ÑÒß�ÈÂÀÍÈÅ (G, n
2
)℄;

X3 ← ÌÈÍ-�ÀÇ�ÅÇ [ÑÒß�ÈÂÀÍÈÅ (G, n
2
)℄;

X4 ← ÌÈÍ-�ÀÇ�ÅÇ [ÑÒß�ÈÂÀÍÈÅ (G, n
2
)℄;return min{X1, X2, X3, X4}else íàõîäèì ìèíèìàëüíûé ðàçðåç âðó÷íóþ.Çàäà÷à Ä�31. (0.01 + 0.01 + 0.04 + 0.01)(i) Çàïèøèòå ðåêóððåíòíóþ îöåíêó ñëîæíîñòè T (n) âû-÷èñëåíèÿ �óíêöèè ÌÈÍ-�ÀÇ�ÅÇ (G) äëÿ ãðà�à ñ

|V | = n âåðøèíàìè.(ii) Íàéäèòå Θ-àñèìïòîòèêó T (n) (äëÿ ýòîãî íóæíî ñíà-÷àëà îöåíèòü òðóäîåìêîñòü ïðîöåäóðû ÑÒß�ÈÂÀÍÈÅ
(G, k)).Îöåíèì òåïåðü ñ êàêîé âåðîÿòíîñòüþ P(n) àëãîðèòì ÌÈÍ-�ÀÇ�ÅÇ(G) âûäàåò ìèíèìàëüíûé ðàçðåç äëÿ ãðà�à G ñ n âåð-øèíàìè. Âåðîÿòíîñòü óñïåõà ðàâíà âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî õîòÿáû îäèí ðåêóðñèâíûé âûçîâ äàë êîððåêòíûé îòâåò. Òàêèì îá-ðàçîì, ïîëó÷àåì: P(n) = 1 −

(
1− 1

4
P(n

2
)
)4, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

P(n) ≥ P(n
2
) − 3

8
P(n

2
)2. C÷èòàÿ, ÷òî n ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ äâîé-êè, îáîçíà÷èì pk = P(2k). Ïî îïðåäåëåíèþ, pk ðàâíî âåðîÿòíî-ñòè óñïåõà, åñëè ïîòðåáîâàëîñü k ðåêóðñèâíûõ âûçîâîâ ïðîöåäóðûÌÈÍ-�ÀÇ�ÅÇ. Â ÷àñòíîñòè, p0 = 1.Ïîëó÷àåì ðåêóðñèþ pk+1 = 1−(1− 1

4
pk)

4. Îòêóäà, åñëè ðàñêðûòüñêîáêè, ñëåäóåò: pk+1 ≥ pk − 3
8
(Pk)

2.(iii) Ïðèâåäèòå êàê ìîæíî áîëåå òî÷íóþ îöåíêó ñíèçóðåêóðñèè: p0 = 1; pk+1 = pk − 3
8 (pk)

2 âèäà pk = Ω(f(k)).Ïîäñêàçêà. Ïðåäïîëîæèòå, ÷òî pk+1−pk ≈ dp
dk
, è îöåíè-òå ïîðÿäîê ðîñòà �óíêöèè p(k), à ïîòîì îáîñíóéòå âàøóãèïîòåçó.(iv) Ïîëó÷èòå îöåíêó ÷èñëà èòåðàöèé ìîäè�èöèðîâàí-íî âåðîÿòíîñòíîãî àëãîðèòìà ïîèñêà ìèíèìàëüíîãî ðàç-ðåçà, äëÿ ïîëó÷åíèÿ çàäàííîé òî÷íîñòè ε è ïðèâåäèòåîöåíêó îáùåãî ÷èñëà îïåðàöèé.Çàäà÷à Ä�32. (0.01 + 0.03 + 0.01) [Âåðîÿòíîñòíûéàëãîðèòì äëÿ ÿçûêà ÂÛÏÎËÍÈÌÎÑÒÜ è äå-ðàíäîìèçàöèÿ℄. Ïðåäïîëîæèì, ÊÍÔ ñîäåðæèò m äèçúþíê-òîâ è â êàæäûé äèçúþíêò âõîäèò ðîâíî k ëèòåðàëîâ. Ïóñòü X �ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ðàâíàÿ ÷èñëó âûïîëíåííûõ äèçúþíêòîâ, åñ-ëè íåçàâèñèìî è ðàâíîâåðîÿòíî ïðèïèñàòü êàæäîìó ëèòåðàëó çíà-÷åíèÿ 0 èëè 1. Ïîñêîëüêó êàæäûé äèçúþíêò ëîæåí ëèøü ïðèîäíîì çíà÷åíèè ëèòåðàëîâ è ìàòîæèäàíèÿ ñóììèðóþòñÿ, òî ìà-òåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ÷èñëà âûïîëíåííûõ äèçúþíêòîâ ðàâíî:

E(X) = m(1 − 2−k).Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñóùåñòâóåò ëîãè÷åñêèé íàáîð, íà êîòîðîì âû-ïîëíåíî íå ìåíåå E(X) äèçúþíêòîâ. Äàëåå, êàê è â ñëó÷àå ñ çàäà-÷àìè èç NP, âîçíèêàåò òà æå ïðîáëåìà. Ìû çíàåì, ÷òî òàêîé íàáîðñóùåñòâóåò, íî íå çíàåì, êàê åãî íàéòè, íå èñïîëüçóÿ ïîëíûé ïå-ðåáîð. Â íàøåì ñëó÷àå, äëÿ íàõîæäåíèÿ èñêîìîãî íàáîðà ìîæíî,âî-ïåðâûõ, ïîñòðîèòü ý��åêòèâíûé âåðîÿòíîñòíûé àëãîðèòì. Èáîëåå òîãî, ìîæíî ïðîâåñòè äåðàíäîìèçàöèþ, ò. å. êîíâåðòèðîâàòüâåðîÿòíîñòíóþ ïðîöåäóðó â äåòåðìèíèðîâàííóþ (íå ñèëüíî óâåëè-÷èâàÿ ñëîæíîñòü). Ïîñëåäíåå âîçìîæíî äàëåêî íå âñåãäà, è îäíèìèç öåíòðàëüíûõ âîïðîñîâ òåîðèè ñëîæíîñòè ÿâëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåìåæäó êëàññàìè P è BPP, ò. å. âåðíî ëè, ÷òî âñÿêóþ ïðîöåäóðó èç
BPP ìîæíî äåðàíäîìèçèðîâàòü?Àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ íàáîðà çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Îöå-íèì âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ p = Prob[X ≥ m(1 − 2−k)] (ò. å. ÷òî âÊÍÔ âûïîëíåíî íå ìåíåå m(1−2−k) äèçúþíêòîâ). Äëÿ ýòîãî ðàñ-ïèøåì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå: E(X) =

∑m
i=1 i ∗ Prob[X = i] ≤

[m(1 − 2−k)− 1](1 − p) +mp. Îòñþäà p ≥ (m2−k + 1)−1.Òàêàÿ îöåíêà ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ñëåäóþùèé âåðîÿòíîñòíûéàëãîðèòì äëÿ îïðåäåëåíèÿ íàáîðà, âûïîëíÿþùåãî íå ìåíåå m(1 −
2−k) äèçúþíêòîâ: äîñòàòî÷íî íåçàâèñèìî ïîâòîðèòü ïðîöåäóðó ≥
m2−k + 1 ðàç è òîãäà ñ âåðîÿòíîñòüþ > 1

2
îäíà èç ïîïûòîê äàñòèñêîìûé íàáîð.(i) Áóäåò ëè ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì 1) Ëàñ-Âåãàñ àëãî-ðèòìîì; 2) Ìîíòå-Êàðëî àëãîðèòìîì; 3) íè òåì, íè äðó-ãèì?Ïîñêîëüêó ïîðîæäåíèå ñëó÷àéíîãî íàáîðà òðåáóåò O(n) îïåðà-öèé, à ïðîâåðêà ÷èñëà âûïîëíåííûõ äèçúþíêòîâ òðåáóåò O(mk)îïåðàöèé, òî îäíà èòåðàöèÿ àëãîðèòìà çàíèìàåò O(m2−k(mk+n))Òåïåðü ïîïðîáóåì äåðàíäîìèçèðîâàòü ïðîöåäóðó.Ñâÿæåì ñ êàæäûì ëèòåðàëîì xi ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó Yi, ïðèíè-ìàþùóþ ðàâíîâåðîÿòíî çíà÷åíèÿ 0 èëè 1, è áóäåì ñ÷èòàòü {Yi}, i =

1, . . . , n íåçàâèñèìûìè. Çíà÷åíèå âåëè÷èíû Yi áóäåì îáîçíà÷àòü ìà-



ëåíüêîé áóêâîé yi. Ìû èñïîëüçóåì ò.í. ìåòîä óñëîâíûõ âåðîÿòíî-ñòåé, êîòîðûé çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîì ïðèïèñûâàíèè ëî-ãè÷åñêèõ çíà÷åíèé ëèòåðàëàì òàê, ÷òîáû íà êàæäîì øàãå âûïîë-íÿëîñü íåðàâåíñòâî: E(X|y1, . . . , yj) ≤ E(X|y1, . . . , yj+1). Îñóùå-ñòâèòü òàêîé ïîäõîä óäàåòñÿ íå âñåãäà. Â íàøåì ñëó÷àå êëþ÷åâûìÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâî28: E(X|y1, . . . , yj) = 1
2
[E(X|y1, . . . , yj , Yj+1 =

1)+E(X|y1, . . . , yj , Yj+1 = 0)]. Òàêèì îáðàçîì, íóæíî íàó÷èòüñÿ äå-òåðìèíèðîâàííî ïðèïèñûâàòü ëèòåðàëó xj+1 çíà÷åíèå, èìåþùååáîëüøåå óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå. Äëÿ ýòîãî íóæíîðàçáèòü ìíîæåñòâî äèçúþíêòîâ íà 4 íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæå-ñòâà [1) óæå âûïîëíåííûõ; 2) íå çàâèñÿùèõ îò xj+1; 3) âûïîëíÿþ-ùèõñÿ ïðè xj+1 = 1; 4) âûïîëíÿþùèõñÿ ïðè xj+1 = 0℄, âû÷èñëèòüóñëîâíûå ìàò. îæèäàíèÿ è ïðèñâîèòü ëèòåðàëó xj+1 çíà÷åíèå, îò-âå÷àþùåå áîëüøåìó ìàò. îæèäàíèþ.(ii) Çàêîí÷èòå âû÷èñëåíèÿ, ò. å. ÿâíî óêàæèòå, êàêèåèñòèííîñòíûå çíà÷åíèÿ ñëåäóåò ïðèñâàèâàòü ëèòåðàëàì.Ïðè âû÷èñëåíèè óñëîâíûõ âåðîÿòíîñòåé íå çàáûâàéòå îâêëàäå ïåðåìåííûõ, çíà÷åíèÿ êîòîðûì åùå íå ïðèñâî-åíû!(iii) Ïðîâåäèòå âû÷èñëåíèÿ äëÿ 2-ÊÍÔ29 (x̄2 ∨ x̄3) ∧
(x̄1 ∨ x̄6) ∧ (x2 ∨ x̄4) ∧ (∨x̄5 ∨ x7) ∧ (x̄7 ∨ x8∨) ∧ (x1 ∨ x̄7)Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî ïî õîäó ðàññóæäåíèé ìû ïîêàçà-ëè ñëåäóþùåå ïîëåçíîå óòâåðæäåíèå (êîòîðîå ïîëåçíî äîêàçàòüêàêèì-òî èíûì ñïîñîáîì): âñÿêàÿ k-ÊÍÔ, èìåþùàÿ ìåíüøå 2käèçúþíêòîâ, âûïîëíèìà.Êðîìå òîãî, äëÿ ñëó÷àÿ 3-ÊÍÔ, êàæäûé äèçúþíêò êîòîðîé ñî-äåðæèò ðîâíî 3 ëèòåðàëà, ìû ïîñòðîèëè 7

8
-ïðèáëèæåííûé (äå-òåðìèíèðîâàííûé è âåðîÿòíîñòíûé) ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèò-ìû äëÿ NP -òðóäíîé çàäà÷è MAX-3-SAT, â êîòîðîé òðåáóåòñÿâûïîëíèòü ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî äèçúþíêòîâ30.È â ýòîì áû íå áû-ëî íè÷åãî óäèâèòåëüíîãî, åñëè áû J.H�astad íå ïîêàçàë (ýòî äîâîëü-íî òÿæåëî), ÷òî ïðè P 6= NP íèêàêàÿ ý��åêòèâíàÿ ïðîöåäóðàäëÿ çàäà÷è MAX-ÂÛÏÎËÍÈÌÎÑÒÜ íå ìîæåò äàâàòü áîëüøóþòî÷íîñòü.Çàêëþ÷èòåëüíàÿ êîíòðîëüíàÿ ïðîéäåò â ïîíå-äåëüíèê 15.05 ñ 13:55�17:05 â Àêò. çàëå è Á.Õèì.Óòåøèòåëüíàÿ êîíòðîëüíàÿ ïðîéäåò â â ïîíå-äåëüíèê 22.05 ñ 13:55�17:05 â Àêò. çàëå è Á.Õèì.

28Íà ñàìîì äåëå, äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü êâàçèâîãíóòîñòè:
E(X| . . . ) ≤ max[E(X| . . . , Yj+1 = 1), E(X| . . . , Yj+1 = 0)].29Êîíòðîëüíûé âîïðîñ: ÿâëÿåòñÿ ëè óêàçàííàÿ ïðîöåäóðà ïîëè-íîìèàëüíûì àëãîðèòìîì äëÿ 2-ÊÍÔ?30Ýòî, çíà÷èò, ÷òî àëãîðèòì íàõîäèò íàáîð, íà êîòîðîì âûïîë-íÿåòñÿ íå ìåíåå 7

8
îò ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîãî ÷èñëà äèçúþíêòîâ,êîòîðûå ìîæíî îäíîâðåìåííî âûïîëíèòü.


