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Ôàìèëèÿ, èìÿ Ãðóïïà

Çàäà÷à 1. Äà Íåò Âåðíî ëè, ÷òî çàäà÷à âûïîëíèìîñòè ÊÍÔ îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé, åñëè ïîòðåáî-
âàòü äîïîëíèòåëüíî, ÷òî â êàæäîì äèçúþíêòå åñòü ëèòåðàë, òàêîé ÷òî îòâå÷àþùàÿ åìó ïåðåìåííàÿ
ðàâíà 1? Ïðèìåð: (¬x1∨¬x2∨¬x3∨x4)∧(¬x1∨x2)∧(¬x2∨¬x3)∧(x3∨x4). Íàáîð (0, 1, 0, 1) âûïîëíÿåò
ÊÍÔ, è ïðè ýòîì â êàæäîì äèçúþíêòå åñòü ïåðåìåííàÿ, êîòîðàÿ ðàâíà 1.
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Çàäà÷à 2. Äà Íåò Äîêàæèòå èëè îïðîâåðãíèòå NP -ïîëíîòó ïðîâåðêè âûïîëíèìîñòè ÊÍÔ, â
êîòîðûõ â êàæäûé äèçúþíêò âõîäèò íå áîëåå îäíîé ïåðåìåííîé áåç îòðèöàíèÿ.
Ïðèìåð: (¬x1 ∨ x2 ∨ ¬x3 ∨ ¬x2) ∧ (¬x1 ∨ ¬x3).
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Çàäà÷à 3. Äà Íåò Âåðíî ëè, ÷òî ÿçûê, ñîñòîÿùèé èç îïèñàíèÿ ãðàôîâ, â êîòîðûõ êàæäûé
öèêë, ñîñòîÿùèé èç |V | ð¼áåð, ïðîõîäèò ÷åðåç íåêîòîðóþ âåðøèíó ìèíèìóì äâà ðàçà, ÿâëÿåòñÿ ïî-
ëèíîìèàëüíî ïîëíûì â êëàññå co−NP?
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Çàäà÷à 4. Äà Íåò Âåðíî ëè, ÷òî ÿçûê L = {〈G, s, t〉 | G �- îïèñàíèå îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà;
s, t ∈ V (G); â G åñòü ðîâíî äâà ðåáåðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïóòè èç s â t} ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíî
ïîëíûì â êëàññå NP?
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Çàäà÷à 5. Äà Íåò Âåðíî ëè, ÷òî ñâÿçíûé ãðàô, ñîäåðæàùèé íå ìåíåå òðåõ âåðøèí, ÿâëÿåòñÿ
äâóñâÿçíûì, åñëè â íåì íåò òî÷åê ðàçäåëà?
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Çàäà÷à 6. Äà Íåò Â îðèåíòèðîâàííîì ñâÿçíîì ãðàôå G çàïóñòèëè ïîèñê â ãëóáèíó è âû÷èñëèëè
çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ d è f äëÿ êàæäîé âåðøèíû ãðàôà. Âåðíî ëè, ÷òî êîìïîíåíòà ñèëüíîé ñâÿçíîñòè
B äîñòèæèìà èç êîìïîíåíòû ñèëüíîé ñâÿçíîñòè A òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ∀a ∈ A ∃b ∈ B : d[a] >
d[b], f [a] > f [b]. Â ñëó÷àå îòðèöàòåëüíîãî îòâåòà ïðèâåäèòå êîíòðïðèìåð.
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Çàäà÷à 7. Âû÷èñëèòå 1912117973 mod 11.
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Çàäà÷à 8. Ðåøèòå óðàâíåíèå x8 ≡ 100 (mod 31). Èçâåñòíî, ÷òî íà îòðåçêå [2, 5] åñòü ïåðâîîáðàçíûé
êîðåíü (mod 31).
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Çàäà÷à 9. Äà Íåò Ìàññèâ èç 10000 ðàçëè÷íûõ ÷èñåë ñîðòèðóåòñÿ ïîñðåäñòâîì âåðîÿòíîñòíîãî
àëãîðèòìà áûñòðîé ñîðòèðîâêè QUICKSORT. Âåðíî ëè, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé ïðîãîí àëãîðèòìà,
ïðè êîòîðîì ÷èñëà, çàíèìàþùèå ïî âåëè÷èíå 2015-å è 2017-e ìåñòî, íå áóäóò ñðàâíèâàòüñÿ ìåæäó
ñîáîé.
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Çàäà÷à 10. Ïóñòü G = (V,A) � ñåòü ñ çàäàííûìè ïðîïóñêíûìè ñïîñîáíîñòÿìè ðåáåð. Êðîìå
òîãî, êàæäîé âåðøèíå i ∈ V ïðèñâîåí âåñ b(i). Âåñ âåðøèíû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê çàïàñ, åñëè
b(i) > 0 èëè êàê ñïðîñ, åñëè b(i) < 0, ïðè ýòîì ñóììà âñåõ âåñîâ âåðøèí ñåòè ðàâíî íóëþ. Ïîòîê
íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìûì, åñëè ðàçíîñòü ìåæäó ïðèòîêîì è èñòîêîì èç êàæäîé âåðøèíû ðàâíà âåñó
ýòîé âåðøèíû. Â îòëè÷èå îò îáû÷íîãî çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ïîòîêà, òåïåðü â ñóììó âêëþ÷àåòñÿ íå
òîëüêî âõîäÿùèé è èñõîäÿùèé ïîòîê, íî è âåñ âåðøèíû b(i). Ïðåäëîæèòå ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì,
êîòîðûé ïî âõîäó çàäà÷è îïðåäåëÿåò, ñóùåñòâóåò ëè â ñåòè äîïóñòèìûé ïîòîê. Ïðîäåìîíñòðèðóéòå
ðàáîòó âàøåãî àëãîðèòìà íà ïðèìåðå ñëåäóþùåãî ãðàôà (â ïðÿìîóãîëüíèêàõ çàïèñàíû âåñà âåðøèí):
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Çàäà÷à 11. Íà ñõåìå ïðèâåäåíà áëîê ñõåìà âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè ÁÅÄÍÛÉ (·), êîòîðàÿ èñ-
ïîëüçóåò âûçîâ ôóíêöèè ÑÒßÃÈÂÀÍÈÅ (·)1. Èçâåñòíî, ÷òî òðóäîåìêîñòü âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè
ÑÒßÃÈÂÀÍÈÅ(n) ðàâíà Θ(n2).

ÁÅÄÍÛÉ(n)
if n = 2 then ÁÅÄÍÛÉ(2) = 1
else
ÑÒßÃÈÂÀÍÈÅ (n)
X1 ← ÁÅÄÍÛÉ(dn/

√
2e+ 1);

ÑÒßÃÈÂÀÍÈÅ (n)
X2 ← ÁÅÄÍÛÉ(dn/

√
2e+ 1);

return min{X1, X2}
Çàïèøèòå ðåêóððåíòíóþ îöåíêó ñëîæíîñòè T (n) âû÷èñëåíèÿ ÁÅÄÍÛÉ(n) (0.5 áàëëà) è íàéäèòå
Θ-àñèìïòîòèêó T (n) (3 áàëëà).
Åñëè ðåêóððåíòíîñòü äëÿ T (n) íåâåðíàÿ È/ÈËÈ åñëè íå àíàëèçèðóþòñÿ ýôôåêòû, ñâÿçàííûå ñ
èñïîëüçîâàíèåì èððàöèîíàëüíîñòè, ôóíêöèè d·e è ñäâèãîì àðãóìåíòà, òî ýòîò ïóíêò îöåíèâàåòñÿ
èç 1.5 áàëëîâ.

1Èñïîëüçîâàíèå ñòðàííûõ èäåíòèôèêàòîðîâ ñòàíåò ïîíÿòíî, åñëè ïðî÷èòàòü êîììåíòàðèé ïîñëå ñëåäóþùåé çàäà÷è,

íî ýòî ñîâåðøåííî íå îáÿçàòåëüíî.
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Çàäà÷à 12. Ïðèâåäèòå êàê ìîæíî áîëåå òî÷íóþ îöåíêó ñíèçó ðåêóðñèè: p0 = 1; pk+1 = pk − 3

8
(pk)2

âèäà pk = Ω(f(k)).
Ïîäñêàçêà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî pk+1 − pk ≈ dp

dk
, è îöåíèì ïîðÿäîê ðîñòà ôóíêöèè p(k), à ïîòîì

îáîñíóåì íàøó ãèïîòåçó.
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Êîììåíòàðèé íå äëÿ êîíòðîëüíîé, â êîòîðîì ãîâîðèòñÿ, îòêóäà âçÿëàñü ðåêóðñèÿ â

� 12, è ïî÷åìó â � 11 èñïîëüçóþòñÿ ñòðàííûå èäåíòèôèêàòîðû. Â çàäà÷å �54 çàäàíèÿ ðàñ-
ñìîòðåí âåðîÿòíîñòíûé àëãîðèòì ïîèñêà ìèíèìàëüíîãî ðàçðåçà, ïðåäëîæåííûé Ä. Êàðãåðîì (�karg�
(íåì.) � áåäíûé) äâàäöàòü ëåò íàçàä. Àëãîðèòì ïîñëåäîâàòåëüíî âûáèðàåò ñëó÷àéíûå ðåáðà è ñòÿ-
ãèâàåò èõ êîíöû äî òåõ ïîð, ïîêà â ãðàôå íå îñòàíóòñÿ äâå âåðøèíû, ñîåäèíåííûõ (êðàòíûìè)
ðåáðàìè. Åñëè ïðè âûáîðå ñëó÷àéíûõ ðåáåð ìû íè ðàçó íå âûáèðàëè ðåáðà ðàçðåçà, òî ìû ïîëó÷àåì
îòâåò. Â çàäà÷å �54 ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî âåðîÿòíîñòü íà i-ì øàãå âûáðàòü ðåáðî, âõîäÿùåå â ðàçðåç,
ðàâíà pi = 2

n−i , îòñþäà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî çà i øàãîâ íå áóäåò âûáðàíî íè îäíî ðåáðî, âõîäÿ-
ùåå â ìèíèìàëüíûé ðàçðåç (ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âûáðàííûå ðåáðà íå çàäåâàåò ðàçðåç) ðàâíà
Pi = (1 − p1)(1 − p2) . . . (1 − pi). Ìû õîòèì óñêîðèòü àëãîðèòì. Çàìåòèì, ÷òî ÷åì áîëüøå ðåáåð ìû
ñòÿãèâàåì, òåì áîëüøå âåðîÿòíîñòü, ÷òî ñëåäóþùåå âûáðàííîå ðåáðî çàäåíåò ìèíèìàëüíûé ðàçðåç.
Ïîýòîìó íîâàÿ èäåÿ, êîòîðóþ ìû õîòèì èññëåäîâàòü, çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ñòÿãèâàòü ðåáðà äî
êàêîãî-òî ïîðîãà, ïîêà âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â ðàçðåç åùå äîñòàòî÷íî ìàëà, à äàëüøå èñïîëüçîâàòü
ðåêóðñèþ. Èç ôîðìóëû äëÿ Pi âèäíî, ÷òî åñëè ñòÿíóòü n/2 ñëó÷àéíûõ ðåáåð, òî îíè ñ âåðîÿòíîñòüþ
≥ 1

4
íå çàäåíóò ìèíèìàëüíûé ðàçðåç.
Îáîçíà÷èì G← G/e îïåðàöèþ ñòÿãèâàíèÿ ðåáðà e â ãðàôå G (ïåòëè óäàëÿþòñÿ)
Áëîê-ñõåìà íîâîãî àëãîðèòìà ïðèâåäåíà íèæå. Ïðîöåäóðà èñïîëüçóåò ïîäïðîãðàììó ÑÒßÃÈ-

ÂÀÍÈÅ (G, k), êîòîðàÿ ñòÿãèâàåò ðåáðà äî òåõ ïîð ïîêà ÷èñëî âåðøèí íå óìåíüøèòñÿ íèæå ïîðîãà
k (íàïîìíèì, ÷òî ïðè ñòÿãèâàíèè ïðîèçâîëüíîãî ðåáðà ÷èñëî âåðøèí óìåíüøàåòñÿ íà åäèíèöó).

n îáîçíà÷àåò ÷èñëî âåðøèí â (òåêóùåì) ãðàôå G.

ÑÒßÃÈÂÀÍÈÅ (G, k)
for i := n downto k
Â G âûáèðàåì ñëó÷àéíîå ðåáðî
e
(ñ ðàâíîìåðíûì ðàñïðåäåëåíè-
åì
íà ðåáðàõ).
G← G/e
endfor
return G.

ÌÈÍ-ÐÀÇÐÅÇ (G)
if â G áîëüøå âîñüìè âåðøèí then
Ïîâòîðèì 4 ðàçà ïðîöåäóðó
X1 ← ÌÈÍ-ÐÀÇÐÅÇ [ÑÒßÃÈÂÀÍÈÅ (G, n

2
)];

X2 ← ÌÈÍ-ÐÀÇÐÅÇ [ÑÒßÃÈÂÀÍÈÅ (G, n
2
)];

X3 ← ÌÈÍ-ÐÀÇÐÅÇ [ÑÒßÃÈÂÀÍÈÅ (G, n
2
)];

X4 ← ÌÈÍ-ÐÀÇÐÅÇ [ÑÒßÃÈÂÀÍÈÅ (G, n
2
)];

return min{X1, X2, X3, X4}
else íàõîäèì ìèíèìàëüíûé ðàçðåç âðó÷íóþ.

Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî åñëè â ðåêóðñèè èñïîëüçîâàòü äâóõêðàòíîå ïîâòîðåíèå, òî ïðîãðàììà
áóäåò î÷åíü ïîõîæà íà ïðîöåäóðó ÁÅÄÍÛÉ èç � 11.

Îöåíèì òåïåðü ñ êàêîé âåðîÿòíîñòüþ P(n) àëãîðèòì ÌÈÍ-ÐÀÇÐÅÇ(G) âûäàåò ìèíèìàëüíûé
ðàçðåç äëÿ ãðàôà G ñ n âåðøèíàìè. Âåðîÿòíîñòü óñïåõà ðàâíà âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî õîòÿ áû îäèí

ðåêóðñèâíûé âûçîâ äàë êîððåêòíûé îòâåò. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì: P(n) = 1−
(
1− 1

4
P(n

2
)
)4
, îòêóäà

ñëåäóåò, ÷òî P(n) ≥ P(n
2
)− 3

8
P(n

2
)2. C÷èòàÿ, ÷òî n ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ äâîéêè, îáîçíà÷èì pk = P(2k). Ïî

îïðåäåëåíèþ, pk ðàâíî âåðîÿòíîñòè óñïåõà, åñëè ïîòðåáîâàëîñü k ðåêóðñèâíûõ âûçîâîâ ïðîöåäóðû
ÌÈÍ-ÐÀÇÐÅÇ. Â ÷àñòíîñòè, p0 = 1.

Ïîëó÷àåì ðåêóðñèþ pk+1 = 1 − (1 − 1
4
pk)4. Îòêóäà, åñëè ðàñêðûòü ñêîáêè, ñëåäóåò: pk+1 ≥

pk − 3
8
(Pk)2. Òàêèì îáðàçîì îöåíêà ðåêóðñèè â ïðåäûäóùåé çàäà÷å � ýòî îöåíêà òðóäîåìêîñòè ìî-

äèôèöèðîâàííî âåðîÿòíîñòíîãî àëãîðèòìà ïîèñêà ìèíèìàëüíîãî ðàçðåçà, îòêóäà ìîæíî ïîëó÷èòü
îöåíêó íà ÷èñëî èòåðàöèé àëãîðèòìà äëÿ ïîëó÷åíèÿ çàäàííîé òî÷íîñòè ε
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Çàäà÷à 13. Êàê ìû çíàåì èç êóðñà ÒÐßÏ, ÷èñëî ïðàâèëüíûõ ñêîáî÷íûõ âûðàæåíèå äëèíû 2k
ðàâíî ÷èñëó Êàòàëàíà ck. À èç êóðñà äèñêðåòíîãî àíàëèçà ìû çíàåì, ÷òî ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ
÷èñåë Êàòàëàíà ðàâíà f(t) = 1−

√
1−4t
2t

. Íàéäèòå ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè ϕ1(t) =
t + c4t

4 + c7t
7 . . . ñêîáî÷íûõ âûðàæåíèå äëèíû 6k + 2, k = 0, 1 . . . ÷åðåç f(t).

Íàïðèìåð, ñîîòâåòñòâóþùåå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ñêîáî÷íûõ âûðàæåíèé äëèíû 4k, k = 0, 1, . . .
ðàâíî f(t)+f(−t)

2
, à äëÿ ñêîáî÷íûõ âûðàæåíèé äëèíû 4k + 2, k = 0, 1, . . . � f(t)−f(−t)

2
.

Ïîäñêàçêà. ±1 � ýòî êîðíè èç åäèíèöû.
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Çàäà÷à 14. Ïóñòü G = (V,E) � íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô ñ âåñàìè íà ðåáðàõ. Íàçîâåì min-âåñîì
ïóòè ìèíèìóì èç âåñîâ ðåáåð ýòîãî ïóòè. Ïðèâåäèòå êàê ìîæíî áîëåå áûñòðûé àëãîðèòì, àëãîðèòì,
îïðåäåëÿþùèé min-âåñ ìåæäó âñåìè ïàðàìè âåðøèí ãðàôà ïðè óñëîâèè, ÷òî âåñà ìîãóò áûòü è
îòðèöàòåëüíûìè.


